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B2 = courbe de Bézier de degré 2
B3 = courbe de Bézier de degré 3

alexandre.christophe.glon@gmail.com

Pour simpli�er ce formulaire nous nommerons :

La majorité des sujets traités dans ce formulaire ont été traduits
en language de programmation «Free Pascal» => unitée «B3OutilsV7» 

Pour pro�ter du programme «Maindemo» il est nécessaire d’extraire
BézierOutilsV7.zip  sur le répertoire   C:

Ce «pdf» en Anglais est disponible ici : Bezier Curves Form V7

Et en  Espagnol  ici :  Curvas de Bezier Formulario V7

ce sont des courbes paramétriques.

Avant propos

L’unité et  des exemples  sont  disponibles dans  BezierOutilsV7.zip
ici :

Créé par Alexandre Christophe GLON le 29-01-2019 révisé le 17-01-2024

https://drive.google.com/file/d/1kzkM8y8hxB1S9LC03y7fPToYZCBG5zR8/view?usp=sharing

https://www.fichier-pdf.fr/2019/12/19/bezier-curves-form-v2/
https://www.fichier-pdf.fr/2024/02/18/curvas-de-bezier-formulario-v7
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Calcul des coordonnées de M(t) avec des  Matrices

xM(t) yM(t) =1 t t2
1 0 0

-2 2 0
1 -2 1

xP0 yP0
xP1 yP1
xP2 yP2

OM(t)

60 52,5=1 0,5 0,25
1 0 0

-2 2 0
1 -2 1

6 36
87 81
60 12



 

Exemple
(avec t = 0,5)

p2wn

matrice de passage xP yP

rs

x = f(t) = -108t² + 162t + 6
y = g(t) = -114² +   90t  + 36

Les vecteurs P0P1 et P2P1 sont respectivements tangent à C2  en  P0  et   P2

t xM(t) yM(t)

0 6 36
0,2 34,1 49,4

0,5

1
60 52,5

1,1 53,5 -2,9

60 12

C2 X Y
P0

P1

P2

6 36

87 81

60 12

M(t)

ses points de dé�nition (ou points de contrôle) sont :  P0 , P1 , P2 

0

t >1

t < 0

P1

P0 = M(0)

P2 = M(1)

x

y

échelle 1

M(0,2)

M(0,5)

M(1,1)

60
52,5

34,1
49,4

C2

 selon cet exemple la courbe  C2  est une partie de parabole 

Équations des courbes de Bézier de degré 2 (B2)  [1]

Pour calculer les coordonnées d’un point M de la courbe il faut connaitre  son paramètre t

Equations vectorielles et analytiques

OM(t) = (1-t)²OP0 + 2t(1-t)OP1 + t²OP2

xM(t) = (1-t)² xP0 + 2t(1-t) xP1 + t² xP2
yM(t) = (1-t)² yP0 + 2t(1-t) yP1 + t² yP2

OM(t) = t²(P1P0+P1P2) + 2t(P0P1) + OP0

a) selon les polynômes de Bernstein b) dé�nition  canonique ( selon les puissances de t)

x = f(t) = t² (xP0 - 2xP1 + xP2) + 2t(xP1 - xP0) + xP0
y = g(t) = t² (yP0 - 2yP1 + yP2 ) + 2t(yP1 - yP0) + yP0 

M(t) M(t)

l’usage veut que le paramètre t  [0  1]  
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α ≈ -23,96°

H’0

Hodographe k’

H’(0,2)

H’(0,5)

alpha orienté t X Y norme

29,05° 0 162 90 185,3

20,49° 0,2 118,8 44,4 126,8

-23,96° 0,5 54 -24 59,1

-111,37° 1 -54 -138 148,2

-115,18° 1,1 -75,6 -160,8 177,7H’1

1
2 =  0,5échelle :

avec k’

Hodographe k’ 

X Y
H’0
H’1 -54 -138

162 90

NB1 :  la tangente à C2 en un point M(t)   =
 f ’(t) 
 g’(t)

=  tan (α)=  
 yH’(t)
 xH’(t)

H’0 = OM’(0) =  2 [(P1 - P0 )]
H’1 = OM’(1) =  2 [(P2 - P1 )]

NB :   k’ doit être équipollent : se dit de vecteurs parallèles, de même sens et de même grandeur.
1
2 =  0,5Mais  visuellement sur  [0 1]  il déborde du format A4 de la page  => Pour y remédier il sera  à l’échelle :

 Donc graphiquement k’ ne sera pas équipollent car la norme des vecteurs est divisée par 2

Dé�nition de l’hodographe  k’  sur l’intervalle  [0 1]  avec l’équation

donc avec ces valeurs il est équipollent
et peut servir à dé�nir les vecteurs tangents  

NB2 :  pour éviter toutes confusions les angles (α)  doivent être orientés*

OM’(t) = 2[ (1-t) (P0P1) + t (P1P2) ]
k’

*Pour en savoir plus sur les angles orientés et les coordonnées polaires : voir pages 38 et 39

  Équations des dérivées   1re et  2de   =>     Hodographes  :   1er  = k’      et    2d   =  k’’

OM’(t) = 2[ (1-t) (P0P1) + t (P1P2) ]
xM’(t) = 2[ (1-t) (xP1 - xP0) + t (xP2 - xP1) ]
yM’(t) = 2[ (1-t) (yP1 - yP0) + t (yP2 - yP1) ]M’(t)

selon l’ Exemple 2
 c’est le point 

remarquons que OM’’  dé�nis l’orientation de l‘axe A passant par le sommet de la parabole C2

-216

-228

a’) selon les polynômes de Bernstein b’) canonique (selon les puissances de t )

a’’) OM’’(t) =   t R  = 2[ P0  -2 P1 +  P2 ]

OM’(t) = 2t(P1P0 + P1P2) + 2(P0P1)

x’= f ’(t) = 2t (xP0 - 2xP1 + xP2) + 2(xP1 - xP0)
y’= g’(t) = 2t (yP0 - 2yP1 + yP2) + 2(yP1 - yP0) 

M’(t)

x’’= 2(xP0 - 2xP1 + xP2)
y’’= 2(yP0 - 2yP1 + yP2) k’’

P1

P0 

P2 

x

y

M(0,2)
M(0,5)

C2

29,05°

-111,37°


échelle 1

axe
 A
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OM(t)

c) Dé�nition de M(t) matriciellement
matrice de passage

w

t 1 t   t² t3

p3

xP yP xM(t) yM(t)
0 1 0 0 0 1 0 0 0 14 10 14,00 10,00

0,3 1 0,3 0,1 0,027 × -3 3 0 0 × 34 54 = 34,32 38,15
0,7 1 0,7 0,5 0,343 3 -6 3 0 64 54 65,90 43,21
1 1 1 1 1 -1 3 -3 1 90 26 90,00 26,00

n rs

c) Dé�nition vecteurs et contraintes .b) Dé�nition avec P0 P1 P2 P3 isolés .
En posant :  V0=OP0  ;  V1=(OP1 - OP0)  ;  V2 =(OP2 - OP1)   ;  V3=(OP3 - OP2)  

M’(t)
x’ = f ’(t) = -3[ (1-t)² xP0 - (1-t)(1-3t) xP1 - t(2-3t) xP2 - t² xP3 ]
y’ = g’(t) = -3[ (1-t)² yP0 - (1-t)(1-3t) yP1 - t(2-3t) yP2 - t² yP3 ]

M’’(t)
x’’ = f ’’(t) = 6[ (1-t) xP0 - (2-3t) xP1 + (1-3t) xP2 + t xP3 ]
y’’ = g’’(t) = 6[ (1-t) yP0 - (2-3t) yP1 + (1-3t) yP2 + t yP3 ]

M’’’(t)
x’’’ = f ’’’(t) = 6[ xP3 - xP0 + 3( xP1 - xP2)]
y’’’ = g’’’(t) = 6[ yP3 - yP0 + 3( yP1 - yP2)]

x = f(t) = (1-t)³ xP0 + 3t(1-t)² xP1 + 3t²(1-t) xP2 + t³ xP3
y = g(t) = (1-t)³ yP0 + 3t(1-t)² yP1 + 3t²(1-t) yP2 + t³ yP3M(t)

OM(t) = V0 + (1-(1-t)³) V1 + (3t²-2t³) V2 + t³ V3
OM’(t) = 3[(1-t)²) V1 + 2t(1-t) V2 + t² V3]
OM’’(t) = -6[(1-t) V1 - (1-2t) V2 - tV3]
OM’’’(t) = 6[ V1 -2V2 + V3]

P3C3 

M(0,3)
34,32
38,15

echelle 1

P0

P1 P2

φ3

φ0

α0

α3

échelle : 1/3

H’0

74,22
57,12

H’(0,3)

H’1

H’2

X Y
H’0=

H’1=

H’2=

60 132

90 0

78 -84

3(P1-P0)
3(P2-P1)
3(P3-P2)

Hodographe 1er  k’X Y
P0

P1

P2

P3

14 10

34 54
64 54

90 26

C3 

Les vecteurs P0P1 et P3P2 sont respectivement tangents à C3  en P0 et P3

dans ce cas c’est un arc de parabole

X Y
H’’0=

H’’1=

60 -264

-24 -168
2(H’1-H’0)
2(H’2-H’1)

Hodographe 2d  k’’

a) Dé�nition selon les polynômes de Bernstein

OM(t) = (1-t)³ OP0 + 3t(1-t)² OP1 + 3t²(1-t) OP2 + t³OP3 xM(t) = (1-t)³ xP0 + 3t(1-t)² xP1 + 3t²(1-t) xP2 + t³ xP3
yM(t) = (1-t)³ yP0 + 3t(1-t)² yP1 + 3t²(1-t) yP2 + t³ yP3M(t)

xM’(t) = 3[ (1-t)² (xP1-xP0) + 2t(1-t)(xP2-xP1) + t²(xP3-xP2) ]
yM’(t) = 3[ (1-t)² (yP1-yP0) + 2t(1-t)(yP2-yP1) + t²(yP3-yP2) ]M’(t)

xM’’(t) = 6[ (1-t) (xP2-xP0) + t (xP1-2xP2+xP3) ]
yM’’(t) = 6[ (1-t) (yP2-yP0) + t (yP1-2yP2+yP3) ]M’’(t)

xM’’’(t) = 6[ xP3-xP0 +3(xP1-xP2) ]
yM’’’(t) = 6[ yP3-yP0 + 3(yP1-yP2) ]M’’’(t)

OM’(t) = 3[ (1-t)² (P0P1) + 2t(1-t) (P1P2) + t² (P2P3) ]

OM’’(t) = 6[ (1-t) (P1P0 + P1P2) + t (P2P1 + P2P3) ]

OM’’’(t) = 6[  (P0P3) + 3(P2P1)  ]

Équations des courbes de Bézier de degré 3  (B3)[1]
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f ) Dé�nition par coordonées polaires  avec P0 et P3  isolés.

x = f(t) = (1-t)²(2t+1) xP0 + 3t(1-t)² φ0 cos(α0) + 3t²(1-t) φ3 cos(α3) + t²(3-2t)xP3
y = g(t) = (1-t)²(2t+1) yP0 + 3t(1-t)² φ0 sin(α0) + 3t²(1-t) φ3 sin(α3) + t²(3-2t)yP3M(t)

x’ = f ’(t) = 3 [ -2t(1-t) xP0 + (1-t)(1-3t) φ0 cos(α0) +t(2-3t) φ3 cos(α3) + 2t(1-t)xP3 ]
y’ = g’(t) = 3 [ -2t(1-t) yP0 + (1-t)(1-3t) φ0 sin(α0) + t(2-3t) φ3 sin(α3) + 2t(1-t)yP3 ]M’(t)

x’’ = f ’’(t) = 6 [ -(1-2t) xP0 -(2-3t) φ0 cos(α0) +(1-3t) φ3 cos(α3) + (1-2t)xP3 ]
y’’ = g’’(t) = 6 [ -(1-2t) yP0 -(2-3t) φ0 sin(α0) + (1-3t) φ3 sin(α3) + (1-2t)yP3 ]M’’(t)

x’’’ = f ’’’(t) = 6 [ 2xP0 +3 φ0 cos(α0) -3 φ3 cos(α3) -2xP3 ]
y’’’ = g’’’(t) =  6 [ 2yP0 +3 φ0 sin(α0) -3 φ3 sin(α3) -2yP3 ]M’’’(t)

*Pour en savoir plus sur les angles orientés et les coordonnées polaires : voir pages 38 et 39 

e) Dé�nition canonique  avec P1 et P3 dé�nis par coordonées polaires*

e1) Avec P1 connus et �xe .

 x = f(t) =  t³ (2xP0 + 3φ0 cos(α0)-3φ3 cos(α3) -2xP3 ) - 3t² ( xP0 + 2φ0 cos(α0) - φ3 cos(α3) -xP3  ) + 3t φ0 cos(α0)  + xP0
 y = g(t) =  t³ (2yP0 + 3φ0 sin(α0)-3φ3 sin(α3) -2yP3 ) - 3t² ( yP0 + 2φ0 sin(α0) - φ3 sin(α3) -yP3  ) + 3t φ0 sin(α0)  + yP0M(t)

 x = f(t) =  t³ (- xP0 + 3xP1-3φ3 cos(α3) -2xP3 ) + 3t² ( xP0 - 2xP1 +φ3 cos(α3) +xP3 ) + 3t (  xP1-xP0  )  + xP0
 y = g(t) =  t³ (- yP0 + 3yP1-3φ3 sin(α3) -2yP3 ) + 3t² ( yP0 - 2yP1 +φ3 sin(α3) +yP3  ) + 3t (  yP1-yP0  )  + yP0M(t)

e2) Avec P2 connus et �xe .

 x = f(t) =  t³ (2xP0 + 3φ0 cos(α0) - 3xP2 + xP3 ) - 3t² ( xP0 + 2 φ0 cos(α0) - xP2 ) + 3t φ0 cos(α0)  + xP0
 y = g(t) =  t³ (2yP0 + 3φ0 sin(α0) - 3yP2 + yP3 ) - 3t² ( yP0 + 2 φ0 sin(α0)  - yP2 ) + 3t φ0 sin(α0)  + yP0M(t)

avec α0 = angle orienté P0P1  ,  φ0 = ||P0P1||       ,     α3 = angle orienté P3P2  ,  φ3 = ||P3P2||   

OM(t) = OC0t³ + OC1t² + OC2t + OC3

OM(t)  =

d) Dé�nition canonique (selon les puissances de t )  =>

xC0 = x3 = (xP3 - xP0 + 3(xP1-xP2))
xC1 = x2 = 3(xP0 + xP2 - 2xP1)
xC2 = x1 = 3(xP1-xP0)
xC3 = x0 = xP0

 xP1 = x1 + xP0
xP0 = x0

( Resp.  pour les y ) ( Resp.  pour les y )

x = f(t) = x3t³+x2t²+x1t+x0
y = g(t) = y3t³+y2t²+y1t+y0M(t) M’(t)

x’= f ’(t) =  3x3t ²+2x2t+x1
y’= g’(t) = 3y3t ²+2y2t+y1 M’’(t)

x’’= f ’’(t) =  6x3t+2x2
y’’= g’’(t) =  6y3t+2y2

x’’’=  6x3
y’’’=  6y3M’’’(t)

3
 xP2 = x2 - xP0 + 2xP1 3
 xP3 =x3 + xP0 - 3(xP1-xP2) 

Réciproquement

Donc dans notre exemple  les points de C3  sont aussi dé�nis par :  

Avec :   

Et matriciellement avec : = Tx0 x1 x2 x3
y0 y1 y2 y3

x = f(t)  =  -14t³+30t² +60t  +14
y = g(t)  =   16t³ -132t²+132t +10M(t)

wnrf rf
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il faut que P1 soit à         de P0P3   et    P2 à         de P3P0

P0
P1

P3

P2

X Y
P0

P1

P2

P3

0 0

9 3
18 6

27 9

e) Droite dé�nie par une B3  => 1
3

1
3

P0 P0

P1 P1

P3 P3

P2 P2

Courbe de type 2 avec deux in�exions dont une en  P0

X Y
P0

P1

P2

P3

5 5

20 5
30 5

35 20

Courbe de type 1 avec une in�exion en  P0

X Y
P0

P1

P2

P3

5 5

17,5 5
30 5

35 20

c) Courbe avec P2 sur la tangente P0P1 d) Courbe avec P2 sur la tangente P0P1  et P1 au milieu de P0P2

P0
P0

P1 P1

P2 = P3
P2 = P3

X Y
P0

P1

P2

P3

90 26

34 54
14 10

14 10

X Y
P0

P1

P2

P3

14 10

34 54
90 26

90 26

b) Courbe B3 dé�nie par «3 points» utilisée dans le système Postscript.

Courbes de type 3 avec rebroussement en P3

La courbe est dé�nie par P0 P1 P2 P3     mais P2 est confondu avec P3. 

échelle 0,5

P2

P1

A1

C2bis 
P0 = A0 

P3 = A2 

x

y

C2 C2bis X Y
P0

P1

P2

P3

6 36

60 66
78 58

60 12

X Y
A0

A1

A2

6 36

87 81

60 12

=

a) Courbe B3 qui est une portion de parabole

Dans la plupart des logiciels de dessin vectoriel seules les courbes de Bézier de degré 3 sont utilisées.
Voici une méthode pour a�cher un vrai segment de parabole avec une B3.

Il faut que P1 soit au      de A0A1    et  P2  au      de A2A12
3

2
3

B3 spéciales  (quelques exemples)

Type 1 Type 2 Type 3 Type 4

1 point d’in�exion 1 rebroussement
de 1ère espèce

1 point de croisement

Type 5

1 arc de parabole2 points d’in�exion

les di�érents types de B3
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Cette astuce n’est pas à négliger.
Elle permet, entre autre, de déterminer le point de croisement d’une B3 de type 4   (voir page 15) 

aussi le calcul du foyer d’une parapole   (voir page 13)

*Rotation à l’aide de la formule du changement de base (modi�ée) voir page 36

En fait l’invariance a�ne du paramètre t autorise ces changements.
Cela veut dire que quelque soit l’orientation de la courbe sur R²  le paramètre t ne change pas.

Changement des paramètres d’une B3 par rotation et translation*

 f(t)  ≈        0 t³ -2,34 t²  + 6,41 t  + 0
g(t)  ≈ 24,35 t³ -38,93 t² + 18,11 t + 0C4 ≈

C4 X Y
P0

P1

P2

P3

0 0

2,14 6,04
3,49 -0,90

4,07 3,53

 Avec une rotation de  -α  c’est le coe�cient  y3 qui sera nul.

 De la même manière  une rotation impliquant  β  les coef.  x2 ou y2  seront = 0   etc...

k’k’’

Méthode pour  ‘’ redresser ‘’  et  simpli�er une courbe B3  par rotation et translation  :

Appliquer une rotation*  de  (       - α ) ≈ 19,179° de centre  P0      et une translation de  -P0  
y

x
o

échelle : 5

C4 

-1
-3

1
3

α

y

x
o

k’

C4 

échelle : 10

k’’

Exemple avec une courbe   ‘‘ inclinée ’’  et ses hodographes

Nous utiliserons la dé�nition canonique d’une B3    => x = f(t) =  x3t³+x2t²+x1t+x0
y = g(t) =  y3t³+y2t²+y1t+y0M(t)

xM(t) = f(t) =  8t³ -15t² + 12t + 1
yM(t) = g(t) = 23t³ -36t² + 15t + 3

a

C4 

= = =>

C4 X Y
P0

P1

P2

P3

1 3

5 8
4 1

6 5

courbe  de type 2

α ≈ 70,821°
y3
x3

23
8

b = = => β ≈ 67,380°
y2
x2

-36
-15

c = = => γ ≈ 51,340°
y1
x1

15
12

d = = => δ ≈ 71,565°
y0
x0

3
1

NB : les angles α, β... ne doivent pas être orientés

x’’’=  6x3 = 48  
y’’’=  6y3 = 132  M’’’



Intersection de 2  B3

Un algorithme s’impose  => https://pomax.github.io/bezierinfo/#intersections

S1

2
3

S2

E
C4

échelle : 10

S3

xo

3,78
4,78

-1,21
-0,21

7,45
8,45S1 S2 S3

t3 ≈ 1,1834t1 ≈ 0,3692 t2 ≈ -0,1526

Intersection avec une droite dé�nie par un point E et son coe�cient directeur a

=> 15t³ - 21t² + 3t + 1 = 0

Exemple 3

 =>   3 solutions réelles  :

(y3-ax3)t ³+(y2-ax2)t ²+(y1-ax1)t+(y0-ax0-yE+xEa) = 0=>

xM( t )  = f(t) =  8 t ³  -15 t ²  +  12 t  +  1
yM( t)  =g(t) = 23 t³  -36 t²  +  15 t  +  3C4 

avec

=>

2
3E a =1x = f(t) = x3t³+x2t²+x1t+x0

y = g(t) = y3t³+y2t²+y1t+y0M(t)

yC4 - yE 
xC4 - xE

= aRésoudre :

23t³ -36t² + 15t - 1,5 = 0

en  développant   =>   yM(t) = 23t³ -36t² + 15t + 3 = 4,5

?
4,5C4  et   NExemple 2 avec

  =>   3 solutions réelles  :
t3 ≈ 0,9523t1 ≈ 0,1470 t2 ≈ 0,4660

2,47
4,5

4,14
4,5

5,73
4,5

N1 N2 N3

N1 N2 N3

y

xo

C4 

échelle : 10

x = 2

y = 4,5L

xM(t) = 8t³-15t² + 12t + 1 = 2

8t³ -15t² + 12t - 1 = 0Donc il faut résoudre : *

t ≈ 0,0938   =>

xM(t) = f(t) = 8t³ -15t² + 12t + 1
yM(t) = g(t) = 23t³ -36t² + 15t + 3

C4 

2
4,11L=> 1 solution réelle :

C4 X Y
P0

P1

P2

P3

1 3

5 8
4 1

6 5

2
?LExemple 1 avec C4  et

Intersection d’une droite avec une B3, calcul du paramètre t
Exemples

 avec par exemple une droite d’équation  x = 2      ou     y = 4,5
 avec une droite dé�nie par un point E et son coe�cient directeur a

*pour résoudre une équation du 3ème degré allez sur les page 34 et 35
1010

10



P0

P1

P2

P3

Q0

Q1

Q2

Q3

échelle 1

Equations d’une B-spline avec ses points de contrôle : Q0 Q1 Q2 Q3 

Equations d’une courbe de Bézier avec ses points de dé�nition : P0 P1 P2 P3 

conversion B-Spline en B3 

idem  pour les y

idem  pour les y

conversion  B3 en B-Spline 

Conversion d’une B-spline (cubique) en B3

xM(t) =     [ (1-t)³ xQ0 + (3t³-6t²+4) xQ1 + (-3t³+3t²+3t+1)xQ2 + t³ xQ3 ]

yM(t) =     [ (1-t)³ yQ0 + (3t³-6t²+4) yQ1 + (-3t³+3t²+3t+1) yQ2 + t³ yQ3 ]
M(t)

xM(t) = (1-t)³ xP0 + 3t(1-t)² xP1 + 3t²(1-t) xP2 + t³ xP3
yM(t) = (1-t)³ yP0 + 3t(1-t)² yP1 + 3t²(1-t) yP2 + t³ yP3M(t)

xP0 =     ( xQ0 + 4xQ1 + xQ2)

xP1 =     ( 4xQ1 + 2xQ2)

xP2 =     ( 2xQ1 + 4xQ2)

xP3 =     ( xQ1 + 4xQ2 + xQ3)

xQ0 =     ( 6xP0 - 7xP1 + 2xP2)
xQ1 =     ( 2xP1 - xP2)
xQ2 =     ( -xP1 + 2xP2)
xQ3 =     ( 2xP1 - 7xP2 + 6xP3)

1
6

1
6
1
6
1
6
1
6

1
6

B-spline
X Y

Q0

Q1
Q2

3 5

24 35
63 23

Q3 78 -7

Bézier
X Y

P0

P1

P2

27 28

37 31

50 27

P3 59 20

P0

M1

M2

P3

échelle 1

X Y
P0

M1

M2

1 13

9 27
24 40

P3 40 44

 t(M1) =  ≈ 0,3237
||P0M1||

||P0P3||

 t(M1) moyen  ≈ 0,3070

 t(M2) =  ≈ 0,7119
||P0M2|| 

||P0P3||

 t(M2) moyen  ≈ 0,6905

 t(M1) = 1 -  ≈ 0,2903
||P3M1||

||P0P3||
 t(M2) = 1-  ≈ 0,6690

||P3M2|| 

||P0P3||

||P0P3||≈49,82 ||P0M1||≈16,13 ||P0M2||≈35,47

||P0P3||≈49,82 ||P3M1||≈35,36 ||P3M2||≈16,49

Exemple avec la méthode des normes

Et aussi avec : 

soit  : 

Estimation du paramètre t

Dans certains calculs, il est parfois necessaire d’estimer le paramètre t d’un ou plusieurs points M.

11 11

11



Parabole (B2) : calcul de son axe A,  son sommet S et son foyer F

12

12

X Y

P2 60 12

L 83,61 72,34

coef dir.

2,5556 (coef dir. de P2P1)

62,964 50,544 1,0556  (a)L =  ( S ; a )   P2P1

Calcul du foyer F  (méthode indirecte)   [1]

Il convient de noter que  l’intersection* d’une tangente à C2 (par exemple P2P1) avec l’axe A  détermine  L

Exemple

 S

coef dir.X Y

F 59,566 46,958

62,564 50,544

M 71,81 42,17 -0,3913 (-1÷ 25556)

* voir page  37  intersection avec la formule de Delambre 

 S
F =  ( S ; a )   médiatrice de P2L

1,0556  (a)

Le foyer F sera déterminé par l'intersection de  la médiatrice de P2L  avec l'axe A .
NB : M est le point milieu du segment P2L

C2

  d = 216
 228

La tangente au sommet S = d =

donc   t(sommet) =d =

1
a

2t (yP0  - 2yP1 + yP2) + 2(yP1 - yP0) (yP1 - yP0)  -  d (xP1 - xP0)
2t (xP0 - 2xP1 + xP2) + 2(xP1 - xP0) d (xP0 - 2xP1 + xP2)  -  (yP0  - 2yP1 + yP2)

donc t(sommet) ≈ 0,5627737

Calcul du sommet S avec

Exemple

  xS(tsommet) ≈ 62,964

  yS(tsommet) ≈ 50,544S

xM(t) = -108t² + 162t + 6 
yM(t) = -114t² + 90t + 36 

C2 X Y
P0

P1

P2

6 36

87 81

60 12

le coef dir. de l’axe A de la parabole =  a = 
 xk’’
 yk’’

  = 
 yk’’
 xk’’

-228
 -216

avec

=>

calcul du paramètre t du sommet S avec :

x’’= -216

y’’= -228k’’

x’= f ’(t) = 2t (xP0 - 2xP1 + xP2) + 2(xP1 - xP0)
y’= g’(t) = 2t (yP0 - 2yP1 + yP2) + 2(yP1 - yP0) M’(t)

 a = 



13

13

y

S’ = P1’= 0

 P1’=  S’ = 0

F’

x

échelle 0,5P0’ P2’

P0’

F

P2’est le symétrique de P0’

Dans un premier temps il faut que le sommet de la parabole soit à l’origine du repère orthonormé ,
et son axe A  doit coïncider avec l’axe   OY.
Nous allons donc e�ectuer un changement de base avec une rotation de
dont le centre de rotation Ω est le sommet S  et appliquer une translation de :   -xS     -yS 

 Calcul du foyer  F   «méthode directe»

 62,964
 50,544SDonc dans ce cas la avec

Donc directement  avec :  S    ,   A =(xP0 - xS)   ,  B =(yP0 - yS)     et   

NB : le calcul de F peut se faire sur R² avec P0 = n’ importe quel point de la parabole hormis son sommet.

xP0’  =  -   sin(α) (yP0 - yS)  ≈ -31,351cos(α) (xP0 - xS)  
yP0’  =   +   cos(α) (yP0 - yS) ≈ -49,735sin(α) (xP0 - xS)

xF =  cos(α) (y F’) + xS = 

yF =   sin(α) (y F’) + yS =

xP2’ ≈  31,351
yP2’ ≈ -49,735

(sin(α) A - cos(α) B )²
4 ( A + cotan(α) B )

Ω = ∆x ≈ - 62,964
∆y ≈ - 50,544

+ xS

(sin(α) A - cos(α) B )²
4 ( tan(α) A  +  B ) + yS

Retour à la base initiale en posant :
sin(        )yF’ + xs 

cos(        )yF’ + ys

F’
=

x F’= 0

y F’=   ≈ -4,94051
4a 4yP0’

(xP0’)²

4yP0’

(xP0’)²

le paramètre  a  de la parabole  =     ≈ -0,05060  =>yP0’
( xP0’ )²

N1- N2
xP0’-xP2’ =

 N1=
yP0’-yP1’
xP0’-xP1’

yP0’
xP0’

-yP2’
-xP2’ N2== yP1’-yP2’

xP1’-xP2’ =En interpolant les points  P0’ ,   P1’ ,  P2’  par la méthode de Newton =>

=y F’

F
xF =  + sin(       )(yF’- yΩ -∆y) + xΩ  =cos(       )(xF’- xΩ -∆x)

yF =  + cos(       )(yF’ - yΩ -∆y) + yΩ  =-sin(      )(xF’- xΩ -∆x)

C2

 62,964
 50,544S

xM(t) = -108t² + 162t + 6 
yM(t) = -114t² + 90t + 36 

x

y

C2


échelle 1

axe
 A

P0

P2

P1

S

L

M

F

α α= arctan(     ) ≈ 46,5482° a

NB : dans ce cas l’angle α ne doit pas être orienté



échelle 6

R
P1

P0

P2

P3

C33 X Y
P0

P1

P2

P3

1 1

9 5
1 5

9 1

f(t) = 32t³ - 48t² + 24t + 1

x’ y’’ - y’ x’’  =>   384t² - 384t + 96 = 0    (∆=0)

=>   t = 0,5

g(t) =   0t³ - 12t² + 12t + 1C33 

3) courbe de type 3 (avec un point de rebroussement de 1ère espèce) 

 1  rebroussement en R  5
4

échelle 15

I1

I2

P1

P0

P2

P3

C32 X Y
P0

P1

P2

P3

1 1

3 3
1.6 2.5

5 2

f(t) =8,2t³ - 10,2t² + 6t + 1

x’ y’’ - y’ x’’  =>   36t² - 34,2t + 5,4 = 0    (∆=36)
=>   t1 ≈ 0,2     t2 ≈ 0,75

g(t) = 2,5t³ - 7,5t² + 6t + 1C32 

2) courbe de type 2 (avec deux points d’in�exions) 

 2 points d’in�exions en I1 1,858
1,920

I2 3,222
2,336

échelle 6

I 5
5

P1

P0 P2

P3

C31 X Y
P0

P1

P2

P3

1 5

5 10
5 0

9 5

f(t) =   8t³ - 12t² + 12t + 1

x’ y’’ - y’ x’’  =>   0t² + 240t - 120 = 0    (∆=57600 et A=0)
=>   t = 0,5

g(t) = 30t³ - 45t² + 15t + 5C31 

1 point d’in�exion en  

1) courbe de type 1 (avec un point d’in�exion) 

I(0,5)
5
5

Pour déterminer ces points utilisons la formule suivante : le déterminant

Avec : 

En développant :

Si ∆>0 et A=0 => 1 pt d’in�exion
Si ∆>0 et A≠0 => 2 pts d’in�exions

Si ∆=0 => 1 pt rebroussement
Si ∆<0 => 1 pt croisement

Si A =0  et B =0 => 1 arc de parabole

et => = 0-=>B’3 =>
x’= f ’(t) =   3x3t ²+2x2t+x1

=>  (x2y3 -  x3y2)t ²  +(x1y3 -  x3y1)t  +  (x1y2 -  x2y1) /3  =  A t ²  +B t  +  C  =  0

y’= g’(t) =   3y3t ²+2y2t+y1
f ’(t) f ’(t)g’(t)

g’(t)
f ’’(t) f ’’(t)g’’(t)

g’’(t)B’’3 =>
x’’= f ’’(t) =   6x3t+2x2
y’’= g’’(t) =   6y3t+2y2

B3’(t)  , B3’’(t)   = 0

Points stationnaires et de croisement  d’une B3   [1] 

1414
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échelle 1

P1

P0

P2

P3

C2 X Y
P0

P1

P2

P3

6 36

60 66
78 58

60 12

x’ y’’ - y’ x’’ =>   0t² + 0t - 2916 = 0

f(t) = 0t³ - 108t² + 162t + 6
g(t) = 0t³ - 114t²  + 90t  + 36C2 

5) courbe de type 5 (arc de parabole)

Exemple

α
échelle 10

P1

P0

D

P2

P3

C34 X Y
P0

P1

P2

P3

4 2

7 6
1 4

7 3

f(t) = 21t³ - 27t² + 9t + 4 x’ y’’ - y’ x’’  =>   189t² - 189t + 54 = 0    (∆= -5103)
g(t) =  7t³ - 18t² + 12t + 2C34 

=>   t1 ≈ 0,1727     t2 ≈ 0,8273

Exemple avec 

=>     G = -1

f(t) = 21t³ - 27t² + 9t + 4
g(t) =  7t³ - 18t² + 12t + 2C34 

1 point de croisement en   4,857
3,571

G

tan (α) =
y3
x3-

4) courbe de type 4 (avec un point de croisement ou point double)

Calcul du point double 
 f(t1) = f(t2)  =>  x3t1³+ x2t1²+ x1t1 + x0  =  x3t2³+ x2t2²+ x1t2 + x0 
 g(t1) = g(t2) => y3t1³+ y2t1²+ y1t1 + y0  =  y3t2³+ y2t2²+ y1t2 + y0 D

Résoudre avec 

=>

 x3 (t1²+ t2²+t1t2) + x2 (t1 + t2) + x1 = 0 x2 tan(α) - y1
x1 tan(α) - y2 t2 = - -t1

x3
y3x1      - y1

x3
y3x2      - y2

X2
X1 X2

X1G = = = =

+
 t1²  

+ + = 0 - t1
G G G x3

x2
x3

x1
ou  t1²   + + = 0 -Gt1  + G²

x2
x3

x1

{ x2y3 - y2x3
x1y3 - y1x3

 x3 (t1²+ t2²+t1t2) + x2 (t1 + t2) + x1 = 0 

x3 (t1²+ t2²+t1t2) + x2 (t1 + t2) + x1 = 0 

 f(t1) - f(t2)  = 0   =>  x3 (t1³- t2³) + x2 (t1²- t2²) + x1(t1 - t2) =0 

 =>  x3 (t1 - t2)(t1² + t1t2  + t2²) + x2 (t1 - t2) (t1 + t2)+ x1(t1 - t2) = 0 

Donc

avec : et =>

A l’aide des identitées remarquables suivantes : (a²-b²) = (a+b)(a-b)  et   (a³-b³) = (a-b)(a²+ab+b²)

(  π - α )
2

En sachant que sur l’équation concernée.et à l’aide de la formule du changement de base, appliquons  une rotation de 

X1 = x1 sin(α) - y1 cos(α)X2 = x2 sin(α) - y2 cos(α) t2 = - -t1X2
X1

 0 (t1²+ t2²+t1t2) + X2 (t1 + t2) + X1 = 0 =>

A présent le but est de dé�nir t2 à partir de t1 , nous allons donc faire en sorte  que  :   x3 = 0 

Comme expliqué à la page 9 nous allons changer certains paramètres l’équation :  

 - 7
1

7
3=>   -t² + t  ( ∆=     )= 0   

15 15

15
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Subdivisions récursives d’une B2 avec la méthode de  ‘‘De Casteljau’’  [1] 

1616

16

C3 

P1

P0

P2

P3

M(0,4)
41,9
42,7

échelle 1,5

Q2

Q3

S1

S2

Q1

X Y
P0

P1

P2

P3

14 10

34 54
64 54

90 26

Q1 = (1-t)P0 + t P1

Q2 = (1-t)P1 + t P2

Q3 = (1-t)P2 + t P3

S1 = (1-t)Q1 + t Q2

S2 = (1-t)Q2 + t Q3

M = (1-t)S1 + t S2

Et de ce fait nous pouvont diviser la courbe C3 en M(0,4)  => 2 courbes dé�nies par : C3a   P0 Q1 S1 M
C3b   M S2 Q3 P3 

donc avec t = 0.4

Q1 22 27,6
Q2 46 54
Q3 74,4 42,8
S1 31,6 38,2
S2 57,4 49,5
M 41,9 42,7

X Y

Subdivisions récursives d’une B3

Les points P0 P1 P2 P3 sont les points de dé�nitions de  C3
et M un point de cette courbe de paramètre t = 0.4 

Q1 = (1-t)A0 + t A1     ou    t (A1 - A0) + A0

Q2 = (1-t)A1 + t A2     ou     t (A2 - A1) + A1

M = (1-t)Q1 + t Q2      ou      t (Q2 - Q1) + Q1

C2 X Y
A0

A1

A2

6 36

87 81

60 12

X Y
Q1

Q2

M

38,4 54

76,2 53,4

53,52 53,76

donc avec t = 0,4

Cette méthode permet de calculer les coordonnées d’un point M(t) sans passer par les équations de Bézier

Les points A0 A1 A2 dé�nissent la courbe C2
et M un point de cette courbe de paramètre t = 0,4 

Q1

Q2

A0A1  t

A0A1 (1- t)

A 1A
2 

 t

A 1A
2 

(1
- t

)

Q1Q2  t Q1Q2 (1- t)



A1

A0 

A2 

x

y

échelle 1

M(0,4)

C2



Quelques applications pour une B3 

17 17

17

P1

P2

C3 bis X Y
D0

D1

D2

D3

3,312 -21,808

21,840 52,880
58,8 59,6

90 26

P0

D0 =M(-0,2)

D1 

D3 = P3

échelle 3/4

D2

t de M = -0,2
   3,312

 -21,808donc M(-0,2)

C3 X Y
P0

P1

P2

P3

14 10

34 54
64 54

90 26

D1 = (1-t)²P1 + t(1-t)P2 + tD2
D0 = M(t)

D3 = P3
D2 = t (P3-P2) +P2

Méthode pour prolonger une B3 jusqu’au point M de paramètre t < 0

Exemple avec C3  et  t = -0,2

X Y
C0

C1

C2

C3

14 10

30 45,2
52,4 52,240

74,032 39,312

C3a bis

C0=A0

C2

C3=M(2)

échelle 1

C1

A3

A1

A2

Exemple avec C3a  et  t = 2

t  de M = 2
74,032
39,312donc M(2)

C3a X Y
A0

A1

A2

A3

14 10

22 27,6
31,6 38,160

41,904 42,704

C1 = t (A1-A0) + A0
C0 = A0

C3 = M(t)
C2 = (1-t)C1 +t(1-t)A1 + t²A2

Méthode pour prolonger une B3 jusqu’au point M de paramètre t >1

C3b

C3a

échelle 3/4

P1

P0 = A0

P2

P3= B3

A2

A1

 A3 = B0 = M(0,4)

B1

B2

Exemple avec C3  et un  point de subdivision M  de paramètre  t = 0,4

C3 

B1 =(1- t)[t(P2-P1) + P1 - B2]+B2
B0 = M(t)

B3 = P3
B2 = t (P3-P2) +P2

A1 = t (P1-P0) + P0
A0 = P0

A3 = M(t)
A2 = t[ t(P2-P1) + P1 - A1]+A1

avec t = 0,4

C3a X Y
A0

A1

A2

A3

14 10

22 27,6
31,6 38,160

41,904 42,704

C3b X Y
B0

B1

B2

B3

41,904 42,704

57,360 49,552
74,4 42,8

90 26

X Y
P0

P1

P2

P3

14 10

34 54
64 54

90 26

Méthode  pour subdiviser une B3  en un point M(t)

Remarquons que A2 est sur la parabole dé�nie par  P0 P1 P2   et   B1  sur  P1 P2 P3
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18

18

Fusion de 2  B3 

A’=dérivée premiere en C , A’’=dérivée seconde en C    B’=dérivée premiere en C ,  B’’=dérivée seconde en C

*soit 2 courbes  A et B   liées en un point C .

un raccordement de classe 0 (C0) veut dire que A’ ≠ B’ 
un raccordement de classe 1 (C1) veut dire que A’ = B’  
un raccordement de classe 2 (C2) veut dire que A’ = B’  et  A’’ = B’’   

échelle 1

A0=P0

A3=B0

B3=P3

P1

A2

B2

B1

A1

P2

A B

P1
X Y

A0

A1

A2

A3

8 18

25 30
40 40

56 35

A1 X Y
P0

P1

P2

P3

8 18

42,57 42,40
80,39 45,48

104 14

P1

=>+

X Y
B0

B1

B2

B3

56 35

72 40
92 30

104 14

B1

Exemple 2 :  idem Exemple 1 mais avec un raccordement de classe C0  ( A1’(A3) ≠ B1’(B0) ) *

 testimé = = 0,5
||A2A3||+

||A2A3||

||B0B1 ||

B3=P3

échelle 1

A0=P0

A3=B0

P1

A2

B2

B1

A1

P2

A B

P

X Y
A0

A1

A2

A3

8 18

25 30
40 35

56 35

x = f(t) = 3t³ - 6t² + 51t + 8
y = g(t) = 2t³ - 21t² + 36t + 18

A

A X Y
B0

B1

B2

B3

56 35

72 35
92 30

104 14

x = f(t) = -12t³ + 12t² + 48t + 56
y = g(t) = -6t³ -  15t²  +  0t   + 35

B

B

 testimé = = 0,5
||A2A3||+

||A2A3||

||B0B1 ||

Exemple 1 :  soit 2 courbes A et B ayant un raccordement de classe C1  ( A ’(A3) = B ’(B0) )*

 nous pouvons «naïvement» fusionner  A et B avec   : 

X Y
P0

P1

P2

P3

8 18

34,61 36,78
80 46

104 14

Pa variation de P1 X Y
P0

P1

P2

P3

8 18

42 42
84,02 40,64

104 14

Pb variation de P2

 t de C ≈ 0,4907912 t de  C  ≈ 0,4496878

C C

NB : cette méthode respecte les tangentes en P0 et P3 mais P ne passe pas par A3 et B3.
Nous verrons à la section « courbe passant strictement par 3 points »,  page 29,  qu’il est possible de faire varier P1 ou P2 ,
a�n que Pbis passe par la connexion C  tout en conservant les tangentes en P0 et P3 (voir ci dessous) . 

X Y
P0

P1

P2

P3

8 18

42 42
80 46

104 14

x = f(t) = -18t³ + 12t²  +  102t  + 8
y = g(t) = -16t³ - 60t²  +  72t   + 18

P

P

A1= t(P1-A0)+A0 => P1 = A1-A0 (1-t) 
t

B2= t(B3-P2) +P2 => P2 =  B2 - tB3 
 (1-t)

La subdivision De Casteljau permet de fusionner ces 2 courbes simplement .
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( écart(n)² )1

n

∑
n*EQM =

échelle : 6

M

A

[5] t(A) ≈ 0,4617252 55,882
36,878

 NB : la dichotomie peut ou doit commencer avec un t estimé.

 testimé = = 0,52997
||P0P3 ||

||P0M ||

A≈

donc  ||MA|| ≈ 1,882 = écart

Et en résolvant   h(t)=0  par la méthode de Raphson Newton       =>

Dans notre exemple il existe une seule solution sur  l’intervalle [0  1]

Soit dans ce cas =>

échelle 1

P0

M

P3

P1

P2

P

P

M

A

56
35Exemple 3 :  avec la courbe P et un point M

X Y
P0

P1

P2

8 18

42 42
80 46

x = f(t) = -18t³ + 12t²  +  102t  + 8
y = g(t) = -16t³ - 60t²  +  72t   + 18

P

P
P3 104 14

= MSE

=> (3x3t ²+2x2t+x1)(x3t³+x2t²+x1t+x0 -xM ) + (3y3t ²+2y2t+y1)( y3t³+y2t²+y1t+y0 -yM ) = 0  

=> f ’(t) ( f(t) - xM )  +   g’(t) ( g(t) -  yM  ) = 0

 -
f ’(t)
g’(t)

Il faut donc dé�nir le point A  P  ( le vecteur normal  en  A  doit passer par M )

Déterminons les équations pour résoudre le problème .

Le coe�cient directeur du vecteur  normal  en  A(t)  est  :

Nous pouvons donc poser : 

En utilisant la dé�nition canonique d’une B3

Après  développement

 h(t) = 1740t5 + 3720t4 - 4464t3- 5880t2 + 16476t - 6120

= 
- f ’(t)

g’(t)

yM - g(t)  
xM - f(t)  

= 
yM - yA(t)

xM - xA(t)

h’(t) = 8700t4 + 14880t3- 13392t2 - 11760t + 16476
selon l’exemple =>

=>  h (t) =  3(x3²+y3² )t5  +    5 (x3x2 +  y3y2 )t4   +    [ 2(x2²+y2² )+4(x3x1+y3y1)] t3
       +  [ 3(  x2x1+y2y1 + x3(y0-yM)+y3(x0-xM)  )] t2 

       +   [x1²+y1²  + 2x2(x0-xM)+2y2(y0-yM)] t   +  x1(x0-xM)+y1(y0-yM)

Distance d’un point à une B3

Après un lissage, ajustement d’une suite de points M par une B3   il est utile d’analyser statistiquement 

les écarts de ces points avec la B3 calculée P  et determiner  l' Ecart Quadratique Moyen du lissage (EQM)*
Le but est de calculer la plus petite distance de M par rapport à P. 



(xN)(R)+xM(t) 

(yN)(R)+yM(t) 
Ω(t) Ω(0,5)

(x’ y’’ - y’ x’’ )(x’ ²+ y’ ² )
(-y’ )(x’ ²+ y’ ² )3/2

1/2

(x’ y’’ - y’ x’’ )(x’ ²+ y’ ² )
(x’ )(x’ ²+ y’ ² )3/2

1/2

+xM(0,5)

+yM(0,5)

≈ 54,211

≈15,445

Calcul du centre de courbure Ω

Dans le système de coordonnées de Serret - Frenet*  en

nous avons

Donc

49,75
45

M(0,5)

(x’ ² + y’ ² )0,5

N
(-y’ )

(x’ ² + y’ ² )0,5
(x’)

80,4
-12

80,4
79,5

≈ -0,1493

 ≈  0,9887

=

=

(-y’) (x’ ² + y’ ² )
x’ y’’ - y’ x’’

x Ω(t) = + xM(t)
(x’) (x’ ² + y’ ² )

 x’ y’’ - y’ x’’ 
y Ω(t) = + yM(t)

* http://prof.math.free.fr/textes/cours/normal/courbure_html/index.html

P1 P2

C3 

échelle 1

P3

P0

M(0,5)

Ω

R

Calcul du rayon de courbure R relatif à un point M(t) *

avec

et

(x’ ² + y’ ² )R en M(t) =
3/2

519729,318

-17388
R en M(0,5)   = ≈  -29,890

x’ = f ’(0,5) =  79,5
y’ = g’(0,5) =  12M’(0,5)

x’’ = f ’’(0,5) = 18
y’’ = g’’(0,5) = -216M’’(0,5)

x’ y’’ - y’ x’’

exemple avec :
x = f(t) =  -14t³+30t²+60t+14
y = g(t) =  16t³-132t²+132t+10M(t)

C3 X Y
P0

P1

P2

P3

14 10

34 54
64 54

90 26

NB : si au point M(t)     x’ y’’ - y’ x’’   < 0    la courbe est concave en ce point,  sinon elle est convexe
[4]

! si le paramètre t correspond à un point d’inflexion ou de rebroussement le rayon R sera indéfinis car  x’ y’’-y’ x’’= 0

Rayon de courbure (cercle osculateur)
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La réciproque est possible par une interpolation polynomiale de type : Hermite, Lagrange, Newton, Vandermonde...

Exemple avec la matrice de yandermonde : . . .
. . .
. . .
. . .

1
1

1

x₀¹
x₁¹

x ¹

x₀n
x₁n

x 

a₀
a₁

a 

=

y f i

f = les coe�cients du polynôme 

i = les images 

f(x₀)

f(x₁)

f(xn)
f(  n)x du polynôme 

n = le nombre de points 

*

Avec n =  4 = => f =  y  i =
-1

 × 

1
1
1
1

-1
-0,5
0
0,5

1
0,25
0
0,25

-1
-0,125
0
0,125

y

xn1xn0 xn2 xn3

f

a3

a0
a1
a2

1
1
1

2,5
i f

1
1
3
2

-1 0,5-0,5 0

X

Y

M0 M1
M2

M3

C 

échelle : 20

P1

P2

t en M0 = 0     ,     t en M3 = 1

xM3 - xM0
xM1 - xM0

1,5
0,5t en M1 =  = 

3
1 = 

xM3 - xM0
xM2 - xM0

1,5
1t en M2 =  = 

3
2 = 

f(x) = 2x³ + 3x² + 1x +1Soit la fonction : 

M0 est au début de lintervalle 
M1 , M2,  2 points intermédiaires 
M3 est la fin de l’intervalle

Dans ce cas là le calcul est simple car t est proportionnel aux abscisses.

b) Calculer les paramètres t en M0, M1 , M2, M3 

C  est une B3 de type 1.

que l’on veut paramétriser  sur l’intervalle [-1   0,5]

OM(t)

x f(x)
M0

M1

M2

M3

-1 1
-0,5 1

0 1
0,5 2,5

X Y
P0

P1

P2

P3

-1 1

-0,5 1,5
0 -0,25

0,5 2,5

C 

matrice de passage

w

t 1 t   t² t3

p3

xP yP xM(t) yM(t)
0 1 0 0 0 1 0 0 0 xP0 yP0

xP1 yP1
xP2 yP2
xP3 yP3

-1 1
1/3 1 0,33 0,11 0,037 × -3 3 0 0 × = -0,5 1
2/3 1 0,67 0,44 0,296 3 -6 3 0 0 1
1 1 1 1 1 -1 3 -3 1 0,5 2,5

n OM(t)rs

== OM(t)rs wn p3
-1 ××

en�n avec :

a) pour commencer choisir  4 points de la courbe C 

=>

*

*

 http://cermics.enpc.fr/scilab_new/site/Tp/Calcul_scient/interpolation-R/interpolation-R.html#x1-20001

Paramétrisation d’une fonction du  troisième degré sur un intervalle borné.
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C5 C5 X Y
P0

P1

P2

P3

0 0

1 2
4 3

6 0

o
x

y

échelle : 10

NB : P0P3 doit être sur l’axe ox
L’intervalle [a   b] doit être continu

a

b

( g(t) f ’(t) )

g(t) f ’(t) = h(t) =

3x3y3t6  (3x3y2+2x2y3)t5    (3x3y1+2x2y2+x1y3)t4     (3x3y0+2x2y1+x1y2)t3      (2x2y0+x1y1)t2    x3y0t  + C+ + + + +H(t) =
6 5 4 3 2 1

x = f(t) =  x3t³+x2t²+x1t+x0
y = g(t) =  y3t³+y2t²+y1t+y0M(t)

3x3y3t5+(3x3y2+2x2y3)t4+(3x3y1+2x2y2+x1y3)t3+(3x3y0+2x2y1+x1y2)t2+(2x2y0+x1y1)t +x3y0

c) Aire d’une B3 sur un intervalle [a   b] .

En utilisant la formule : aire = et la dé�nition canonique d’une B3  
a

b

h(t) = 27t5- 9t4- 99t3+ 63t2+18t + 0

H(t) = 4,5t6-1,8t5- 24,75t4+ 21t3+ 9t2+ C

 f(t) = -3t³+ 6t²+ 3t + 0  f ’(t) = -9t²+ 12t + 3
 g(t) = -3t³- 3t²+ 6t + 0

Dans cet exemple :

L’aire de C5 sur l’intervalle [ 0,2    0,6 ] = H(0,6) - H(0,2) ≈ 4,15027 mm² 

NB : a est le paramétre t du début de l’intervale et b celui de la �n .

A1 A2aire ≈ 2,4958 aire ≈ -0,8116

4,295
4,318M

4,4066
4,1689I

0 ,51515151t (M ) ≈

0,55475695t (I ) ≈

 M est l’intersection  de P0P3 avec C4 .

P0

P1

P2

P3

1 3

3,2190 5,7738
3,8993 4,8545

4,4066 4,1689

P0

P1

P2

P3

4,4066 4,1689

4,8138 3,6187
5,1095 3,2190

6 5

M

I

P0

y

x
o échelle : 10

P3

C4 X Y
P0

P1

P2

P3

1 3

5 8
4 1

6 5

A1 A2A2car le point M ne coïncide pas avec le  point d’in�exion I .

L’aire de  C4 = 1,2 mm²  ??

 Donc l’aire vraie de  C4  = 2,4958  - 0,8116 = 1,6842 mm² 

Donc la formule ne s’applique que pour des B3 continues sur ]0 1[

 sans points stationnaires ou de croisement  sur  ]0  1[ .

Dans notre exemple Il est nécessaire de scinder la courbe en 2 parties :  A1 et A2

Généralement , si 1 ou 2 points stationnaires sont sur ]0 1[
il faut subdiviser la courbe en 2 ou 3 parties.
Puis additionner les aires correspondantes .  

NB : constatons que si une courbe est concave son aire est positive, sinon elle est convexe et négative

b) Aire d’une B3 fermée acceptant un point d’in�exion sur ]0   1[

Non !! le résultat est faux

P0

P1

14 10

34 54

C3 

P3

échelle 1/2

P1

P0

P2

C3 

P2

P3

64 54

90 26

formule de l’aire  =  3 / 20 [  (Y1-Y0) ( X2 + X3 -2X0)

                                                    -  (X1-X0) (Y2  + Y3 -2Y0) 

                                                   - 2 [ X0(Y2-Y3) + Y0(X3-X2) + Y3X2-Y2X3 ] ]

En posant exceptionnellement :   X0 =xP0 , Y0=yP0  ;   X1 =xP1 , Y1=yP1  etc...

Dans cet exemple, aire de C3 = 1414,8 mm²

a) Aire d’une  B3  fermée   (méthode WEB).

Aire d’une B3
22
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La théorie veut que la longueur  d’une courbe paramétrique =

NB : les variables a et b  sont les valeurs  des paramètres t

Pour une  B3      s = = 

a

b

a

b
f ’(t)

a

b

(3x3t ²+2x2t+x1) (3y3t ²+2y2t+y1)

Mais dans la pratique nous ne pouvons pas developper cette intégrale . 
Par contre, via une approximation, il est possible d’estimer convenablement cette longueur.

Je peut donc calculer son rayon, son angle au centre θ  et en�n la longueur de l’arc .

Pour ma part je divise la courbe en 100 parties sur l’intervalle [a   b] avec un pas de (b-a) / 100.
Je calcule les coordonnées des points M correspondants allant de M0 à M100.
Je détermine le centre du cercle passant par M0 M1 M2 

Ainsi de suite avec M2 M3 M4 ,     M4 M5 M6,     etc... jusque M98 M99 M100  je peut estimer s

√ dx
dt

dy
dt

² ²+( ) ( )

√ ² ²
√ ² + ²+( ) ( )g’(t)

t n xM yM xC yC corde rayon θ Lg, arc
0,200 0 0,8160 1,0560
0,204 1 0,8362 1,0737 3,15 -1,60 0,05 3,53 0,015 rad 0,05

0,208 2 0,8566 1,0912
0,212 3 0,8771 1,1086 3,15 -1,59 0,05 3,53 0,015 rad 0,05

0,216 4 0,8977 1,1258

0,584 96 3,2008 1,8833
0,588 97 3,2286 1,8809 2,96 -1,07 0,06 2,97 0,019 rad 0,06

0,592 98 3,2564 1,8782
0,596 99 3,2842 1,8752 2,96 -1,08 0,06 2,97 0,019 rad 0,06

0,600 100 3,3120 1,8720

Exemple avec C5 sur l’intervalle [0,2    0,6]   =>   pas = (0,6 - 0,2) / 100 = 0,004

Donc  s de  C5  sur  [0,2    0,6]    ≈ 2,705 mm

Exemple d’une paramétrique pour véri�er la précision de la méthode ci-dessus

longueur vraie = 8 avec l’approximation:  s ≈ 8,0000007976

Abscisse curviligne  s  ( longueur)  d’une B3
23
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4) Calculs pour dé�nir la  B3

=> ≈ 3,410940045xM2’- 0,5 ( xP0 + xP3) φ = φ0 = φ3 =
0,375 [cos(α0)+cos(α3)]

Astuce : ne connaissant pas le paramètre t de M2  il faut dé�nir le point M2’ 

=> xM2’  = ≈ 3,437 Δx(ΩT)
Δx(ΩT)+ xΩ R

||ΩT||( ( ( (R
||ΩT||( (  yM2’  = 

 = xT-xΩ
Δy (ΩT) = yT-yΩ≈ 5,603Δy (ΩT) + yΩ

xP1 = xM1 + φ0 cos(α0) ≈ 1,567

yP1 = yM1 + φ0 sin(α0) ≈ 4,863

xP2 = xM3 + φ3 cos(α3) ≈ 4,598

yP2 = yM3 + φ3 sin(α3) ≈ 7,245

qui doit être sur la bissectrice de  M1 Ω M3  ,  ainsi   t   de M2’  = 0,5   

En�n

X Y
P0

P1

P2

P3

1 1,5

1,567 4,863
4,598 7,245

8 7

X YPts
M1

M2’

M3

T

P0=

P3=

1,5

3,437 5,603

2 7,432
8 7

1
B0 B1 B2 B3

(1-t)³ 3t(1-t)² 3t²(1-t) t³
0,125 0,375 0,375 0,125

Polynôme de Bernstein avec t=0,5

avec

xM2’ = B0 xP0 + B1 (φ0 cos(α0)+xP0) + B2 (φ3 cos(α3)+xP3) + B3 xP3{résoudre φ = φ0 = φ3

X Y
M1

M2

M3

1,5

4 6

8 7

2,5 3,75
6 6,5

1

A
B

échelle 10

M1

M2

B

A

M3

α

β

Ω

θ

=

=

=

=
NB : pour avoir une bonne précision l’angle au centre θ de l’arc doit être  ≤  90° 

T =  M1 tan(α0)  + M3 tan(α3)

=> C
2Rθ = 2 arcsin(      ) ≈  84,542°

Le centre Ω de ce cercle  est déterminé par

=> rayon   R =||M1 Ω|| ≈ 6,617   corde   C =                     ≈ 8,902||M1M3||

l’intersection des médiatrices de :  M1M2  et M2M3 

1) Calculs pour dé�nir le cercle passant par M1 M2 M3.   

2) Calculs pour dé�nir T 

 T(xΩ-xM1)
(yΩ-yM1)

tan(α0)= (xΩ-xM3)
(yΩ-yM3)

tan(α3)=avec 2
7,432

=>

tan(α) = - (xM2-xM1)
(yM2-yM1)

xA =(xM1+xM2)
2 yA =(yM1+yM2)

2
.... similairement pour B

tan(β) = - (xM3-xM2)
(yM3-yM2)

= Arctan ≈ 80,431°α0 yT-yM1

xT-xM1( ( = Arctan ≈ -4,116+180 ≈175,884°α3 yT-yM3

xT-xM3( (
3) Calculs pour dé�nir les angles orientés* suivants :

dé�nition des coordonnées de A et  B

calculs des coe�cients directeurs  de :  α  ,  β

+180°

donc avec la méthode de Delambre ( voir page 37 )

l’intersection  =>    xΩ  = 7, 525          yΩ    =  0,4

!
si y(M1)= y(M2)  alors  xΩ = xA   ,  yΩ = tan(β) (xA-xB)+yB 
si y(M2)= y(M3)  alors  xΩ = xB   ,   yΩ = tan(α) (xB-xA)+yA 
si  tan(α)= tan(β)  alors  les points M sont colinéaires

* pour en savoir plus sur les angles orientés et coordonnées polaires voir pages 38  , 39

Simulation d’un arc de cercle par une  B3
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S = sin(θ) ,   C = cos(θ) ,

x = -0,118433799202707

Kidéal × Rayon ≈ 3,652064764

α = 6 ( 3K° + S )

[-S + S²+ 6(1-C)  ]√K° = 1
3

β = 9 ( 1-C)K1 + 12 S )

K1 = tan(    )4
3

θ
4

Kidéal = βK1 - α x K° 
β - α x 

φ =

2 sin

1+2 cos
2
θ

2
θ

× Rayon ≈ φ =

a) Mr. D. Krauss

Voici 3 autres méthodes de calcul de  φ 

Tableau comparatif 

b) 

3,876190288

avec :  

Mr. �omas W. Sederberg

× Rayon ≈ φ =

c) 

3,410940045

https://pomax.github.io/bezierinfo/#circles_cubic

4
θ4

3
tan

t ΔR perso ΔR Krauss ΔR Sederberg ΔR Pomax
0,1 0,0015 0,0013 0,0240 0,0015
0,2 0,0027 0,0019 0,0745 0,0027
0,3 0,0021 0,0007 0,1267 0,0021
0,4 0,0007 -0,0011 0,1642 0,0007
0,5 0,0000 -0,0020 0,1777 0,0000

φ 5,52284749831575 5,51915630759849 5,85786437628077 5,52284749830793

EMQ 0,0000029 0,0000022 0,0161408 0,0000029

Rayon = 10        θ = 90°

( (

 φ0 

 φ3 

Y

O
échelle 15

 P0 = M1

 P1

 P2

 P3 = M3

M2’

Ω

2
θ

T

2
θ

α0

α3

X

X Y
P0

P1

P2

P3

1 1,5

1,567 4,863
4,598 7,245

8 7

courbe type 4



M(35)

O X

Y

I

τ(35) = 21°, 93   

r(35) = 45,71 

r(0) =∞

Exemple 1) 

échelle 1

A = 40

S = 35

A

Quelques dé�nitions mathématiques  .

coordonnées de I :

L’équation intrinsèque de la spirale est :

Les coordonnées d’un point de la courbe sont :

Ces intégrales dites de  Fresnel   ne peuvent pas s’exprimer à partir de fonctions élémentaires,
mais un calcul à l’aide d’un développement limité au voisinage de O est possible :

x = y = 

x =   cos  (       )

s

ds

r
τ

τ =  = 

s r = A²

s²
2A²

xM(s) = s5s
40A4

s²
2A²

s
2r

+ s9
3 456A8

- s13
599 040A12

+ ...-

yM(s) = s3
6A2

- s7
336A6

+ s11
42 240A10

s15
9 676 800A14

- + ...

A est appelé paramètre de la clothoïde  

Soit : l’abscisse curviligne de la clothoïde

son rayon de courbure
l’angle en radian d’une tangente de la courbe

2 
π√

y =   sin  (       ) dss²
2A²

xM(35) = 34,49

yM(35) = 4,42
dans l’exemple 1  avec s = 35  et  A= 40

La clothoïde     [2]
Avant propos.

La particularité d’une clothoïde, appelée aussi spirale de «Cornu»,
est que son rayon de courbure est progressif .
Au fur et a mesure l’on avance sur la courbe ce rayon diminue.

En france, la législation impose
un rayon de virage circulaire pour chaques catégories de routes.

Dans le domaine des travaux public ,
le début de la clothoïde est utilisé pour raccorder des axes routiers. 
La spirale permet  d’aborder progressivement une partie circulaire
sans changement brusque de direction.

Par exemple pour une autoroute de catégorie L120, où la vitesse
est limitée à 130 Km/h, le rayon du virage circulaire doit être >= à 665m.

I

I’

O
X

Y
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Nous pouvons constater que avec un angle τ≈ 35° la précision se dégrade vers la �n de la courbe.

Si  τ≈ 20°  l’écart maxi est de 0,014  et avec  τ≈ 40° l’écart maxi est de 0,040.
Donc la précision diminue si  τ augmente .

L’utilité de cette approximation est que la courbe de Bézier  peut être calculée sur R² .
Elle permet , par exemple, de visualiser un avant projet à petite échelle.
De veri�er le paramètre A.

Mais ATTENTION :  la méthode traditionnelle fait Foi et Loi.

Tableaux comparatifs

Calcul traditionnel abscisse curviligne tous les 5 m

param. A 35,5 rayon de l'arc de cercle à raccorder 32 m A moyen 35,6

s X Y  τ r X Y écart des Y r estimé s estimé A  estimé

0,00 0,000 0,000 0,000° infinis 0,000 0,000 0,000 infinis

5,00 5,000 0,017 0,568° 252,05 5,000 0,017 -0,001 248,5 5,00 35,3

10,00 9,998 0,132 2,273° 126,03 9,998 0,135 -0,002 128,6 10,00 35,9

15,00 14,988 0,446 5,115° 84,02 14,988 0,446 0,000 86,0 15,00 35,9

20,00 19,950 1,056 9,093° 63,01 19,950 1,048 0,008 63,5 20,00 35,6

25,00 24,847 2,057 14,207° 50,41 24,847 2,038 0,019 49,7 25,00 35,2

30,00 29,620 3,538 20,459° 42,01 29,620 3,515 0,023 40,9 30,00 35,0

35,00 34,182 5,575 27,847° 36,01 34,182 5,563 0,012 35,9 35,00 35,4

39,383 37,917 7,862 35,257° 32,00 37,917 7,862 0,000 34,1 39,389 36,6

approximation par la courbe de bézier

τ

M’

échelle 1/500

D1

D2

P3=M

P0 P1 P2

rayon = 32

19,4455

33,9924centre du cercle

Simulation d’un arc de clothoïde par une B3

Exemple 2)

Soit un arc de cercle de rayon 32 m que l’on veut 
raccorder par une clothoide de paramètre  A= 35,5 

s r = A²  donc s(32) = 35,5²/32 ≈ 39,383 m

39,383
2*32

τ(39,383) =  ≈ 35,257° 

xM(39,383) ≈ 37,9174

yM(39,383) ≈ 7,8623

X Y
P0

P1

P2

P3

0 0

12,639 0
26,796 0

37,917 7,862

P1 est à  1/3 de  P0M’ 
P2 est l’intersection de D1 et D2

P3 est le point M 

P0 est à l’origine de la clothoïde

donc la courbe de Bézier ≈

Dé�nition de la courbe de Bézier

Soit  : les droites D1  ,   D2    et   M’ qui est le  projeté orthogonal de M sur la droite D1 
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A0

A2

A1

M1

t de M1 ≈ 0,537706

xA1 ≈ 16,817
yA1 ≈ 35,331

=> 

xM1 = t² (xA0 + xA2 - 2xA1) + 2t(xA1 - xA0) + xA0
 yM1 = t² (yA0 + yA2 - 2yA1) + 2t(yA1 - yA0) + yA0 {

4) M1 est le sommet de la parabole .

et à l’aide des équations des dérivées  première et seconde : 

 f ’(t) 
 g’(t)  = -

g’’(t) 
 f ’’(t)

 + t3  [( x0 - x2 )² + ( y0 - y2 )²]
 - 3t² [( x0² + x0x2 +  x0 xM1 -  x2 xM1 ) + ( y0² + y0y2 +  y0 yM1 -  y2 yM1 )]
 + t   [( 3x0²  - x0x2 - 5x0 xM1 + x2 xM1 + 2xM1²) + ( 3y0²  - y0y2 - 5y0 yM1 + y2 yM1 + 2yM1²)] 
          - (x0  - xM1)²  - (y0  - yM1)² = 0

x0 = xA0   y0 = yA0
x2 = xA2   y2 = yA2avec

résoudre

t de M1 ≈ 0,435382

xA1 ≈ 24,015
yA1 ≈ 39,091

α2

A1

A0

A2
M1avec les mêmes points de 1) et α2 = 140° ou -40°  

xM1 = t² (xA0 + xA2 - 2xA1) + 2t (xA1 - xA0) + xA0
 yM1 = t² (yA0 + yA2 - 2yA1) + 2t (yA1 - yA0) + yA0 

yA1 - yA2
xA1 - xA2α2 ={

=>     t² [ α2(xA2 - xA0) + yA0 - yA2] + 2t [ α2(xA0  - xA2) + yA2 - yA0] +  α2(xM1 - xA0)  - yM1 + yA0  = 0

3) La tangente en A2 est imposée .

Calcul de t de M1

résoudre

α0

A0

A2

A1

t de M1 ≈ 0,630865

xA1 ≈ 9,298

yA1 ≈ 33,268

M1

=> t² [ α0(xA0 - xA2) + yA2 - yA0 ] + α0(xM1- xA0) + yA0- yM1  = 0

xM1 = t² (xA0 + xA2 - 2xA1) + 2t (xA1 - xA0) + xA0
yM1 = t² (yA0 + yA2 - 2yA1) + 2t (yA1 - yA0) + yA0 {

avec les mêmes points de  1) et α0 = 85°  

2) La tangente en A0 est imposée .
Dans ce cas il faut calculer le  paramètre t de M1

résoudre
yA1 - yA0
xA1 - xA0tan(α0) = α0 =

α0 = tan(α0)

A0 = M0

M1

A2 = M2

A1
1) Les tangentes en A0 et A2 sont libres.

X Y
A0 = M0

M1
A2 = M2

7 7

22 26

42 24

soit t estimé de M1 = 0,5

 xA1 = (xM1-(1-t)² xA0- t² xA2) / 2t(1-t)= 19,5
 yA1 = (yM1-(1-t)² yA0- t² yA2) / 2t(1-t) = 36,5

Dans ce cas il existe une in�nités de solutions 
car tout dépend de l’estimation du paramètre t de M1 .

2828
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B2 passant strictement par 3 points

Avec les mêmes points de 1)



M1

M2

P0

P1

P3

P2

X Y
P0

P1

7 7

25,810 36,873

P2

P3

37,476 35,397

42 24

X Y
P0 = M0

M1

P3 = M3

7 7

22 26
M2 36 31

42 24

soit 

{ 3t1(1-t1)² xP1 + 3t1²(1-t1) xP2 = xM1 - (1-t1)³ xP0 - t1³ xP3

3t2(1-t2)² xP1 + 3t2²(1-t2) xP2 = xM2 - (1-t2)³ xP0 - t2³ xP3

Dans ce cas il faut estimer t1 de M1  et  t2 de M2

Exemple avec  t1 = 0,3  et  t2 = 0,7

Résoudre

 t2-t1

 t2-t1
{ {[ xM1 - (1-t1)³ xP0 - t1³ xP3 ] / [3t1(1-t1)] 

=>=>
(1-t1) xP1 + t1 xP2 =

xa1

xa2

[ xM2 - (1-t2)³ xP0 - t2³ xP3 ] / [3t2(1-t2)] (1-t2) xP1 + t2 xP2 =

xP1 =

xP2 =

xa1 t2 - xa2 t1

xa2(1-t1) - xa1(1-t2)

 t2-t1

 t2-t1
{ {[ yM1 - (1-t1)³ yP0 - t1³ yP3 ] / [3t1(1-t1)] 

=>=>
(1-t1) yP1 + t1 yP2 =

ya1

ya2

[ yM2 - (1-t2)³ yP0 - t2³ yP3 ] / [3t2(1-t2)] (1-t2) yP1 + t2 yP2 =

yP1 =

yP2 =

ya1 t2 - ya2 t1

ya2(1-t1) - ya1(1-t2)

P0

P1

P3

P2

α0

t de M1 ≈ 0,302471

xP1 ≈ 24,472
yP1 ≈ 37,262

 φ0 
M1

P0

P1

7 7

?? ??

P2

P3

40 34

42 24

22 26M1

avec :  xP2= 40   yP2= 34   et   α0 = 60°
b) P2 est �xe et la tangente en P0  est imposée .

=>

=>  φ0 Donc = 

résoudre {  xM(t) =  [xP3 - xP0 + 3(xP1-xP2)]t³+3(xP0 + xP2 - 2xP1)t²+3(xP1-xP0) t+xP0
 yM(t) = [yP3 - yP0 + 3(yP1-yP2)]t³+3(yP0 + yP2 - 2yP1)t²+3(yP1-yP0) t+yP0

xP1 = [ xM1 -(1-t)³ xP0 - 3t²(1-t) xP2 - t³ xP3 ] / [3t(1-t)²]
yP1 = [ yM1 -(1-t)³ yP0 - 3t²(1-t) yP2 - t³ yP3 ] / [3t(1-t)²]

B
    t³[ α0(-xP3 -2xP0+3xP2)-(-yP3 -2yP0 +3yP2)]

+3t²[ α0(xP0 - xP2)-(yP0 - yP2)]
+ α0(xM1-xP0 )-(yM1-yP0) =0

xP1 = φ0 cos(α0)+xP0 yP1 = φ0 sin(α0)+yP0 

calcul de t(M1)

||P0P1||

α3

P0

P1 P3

P2

t de M1 ≈ 0,479595

xP2 ≈ 33,679
yP2 ≈ 38,412

 φ3 
M1

P0

P1

7 7

22 26

11 22

P2

P3

?? ??

42 24

M1

avec :  xP1= 11   yP1= 22   et   α3 = 120° ou -40° 

=>

=>

a) P1 est �xe et la tangente en P3  est imposée .

 xM(t) =[xP3 - xP0 + 3(xP1-xP2)]t³+3(xP0 + xP2 - 2xP1)t²+3(xP1-xP0) t+xP0
 yM(t) =[yP3 - yP0 + 3(yP1-yP2)]t³+3(yP0 + yP2 - 2yP1)t²+3(yP1-yP0) t+yP0

 φ3 

résoudre

Donc = 

{
    t³ [ α3(xP0 - 3xP1+2xP3)-(yP0 - 3yP1+2yP3 )]
+3t²[ α3(-xP0 + 2xP1-xP3)-(-yP0 + 2yP1 -yP3 )]
+3t [ α3(xP0-xP1)-(yP0-yP1)]

+ α3(xM1-xP0)-(yM1-yP0)=0
xP2 = [ xM1 -(1-t)³ xP0 - 3t(1-t)² xP1 - t³ xP3 ] / [3t²(1-t)]
yP2 = [ yM1 -(1-t)³ yP0 - 3t(1-t)² yP1 - t³ yP3 ] / [3t²(1-t)]

A

yP2 = (φ3 sin(α3)+yP3)xP2 = (φ3 cos(α3)+xP3)

calcul de t(M1)

||P3P2||

29 29

29
B3 passant strictement par 3 points

B3 passant strictement par 4 points  (source : Mr. Krauss)

NB : toutes ces dé�nitions strictes  peuvent engendrer des résultats incohérents  ou aucunes solutions. 
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Lissage, ajustement, de points par une B3 avec l’algorithme «lissage» .
Méthode «Belharra» .

30

A) Utilisons les formules de

NB : Au départ de l’algorithme P1(Moyen) = T    Les suivants serons calculés dans  B)

Cela veut dire que plus  P2(Mn)  est près de Mn  plus son poid est fort.

Le poid de φ3(Mn)  est l’inverse de la distance  :

Dé�nissons  φ3(moyen)  avec une moyenne pondérée .

et par conséquent    :      φ3(M2) , φ3(M3) , φ3(M4) , φ3(M5) , φ3(M6)

  qui permettent de dé�nir  φ3(Mn)  par rapport à P1 et un point MnA

|| M2 P2(M2) ||-1=w₂

|| M3 P2(M3) ||-1=w₃ 

|| M4 P2(M4) ||-1=w₄ 

|| M5 P2(M5) ||-1=w₅ 

|| M6 P2(M6) ||-1=w₆ 

φ3(M2) w₂ + φ3(M3) w₃ + φ3(M4) w₄ + φ3(M5) w₅ + φ3(M6) w₆
w₂ + w₃ + w₄ + w₅ + w₆

=> P2 (Moyen)

φ3(Moyen) =

xP2 = φ3(Moyen) cos(α3) + xP3
yP2 = φ3(Moyen) sin(α3) + yP3

puis aller à B)
(page suivante) 

NB: après avoir résolus  l’équation du 3eme degré
il faut choisir un t qui appartient  à  l’intervalle ]0  1[
sinon utiliser le t estimé .

avec         nous pouvons calculer 5 valeurs possibles de  P2   : P2(M2) , P2(M3) , P2(M4) , P2(M5) , P2(M6)A

-1Mn P2(Mn)  = || Mn P2(Mn) ||

    t³ [ α3(xP0 - 3xP1+2xP3)-(yP0 - 3yP1+2yP3 )]
+3t²[ α3(-xP0 + 2xP1-xP3)-(-yP0 + 2yP1 -yP3 )]
+3t [ α3(xP0-xP1)-(yP0-yP1)]

+ α3(xMn-xP0)-(yMn-yP0)=0

xP2(t) = [ xMn -(1-t)³ xP0 - 3t(1-t)² xP1 - t³ xP3 ] / [3t²(1-t)]
yP2(t) = [ yMn -(1-t)³ yP0 - 3t(1-t)² yP1 - t³ yP3 ] / [3t²(1-t)]

A
calcul de t(Mn)

=> φ3(Mn)avec t= t(Mn)

α0

α3

T

P0=M1

M2

M3

M4 M5

M6

P3 =M7

échelle 1

Exemple 1)

X Y t estimé
8 6 0 α0 = 72 °
15 16 0,14865 ||P0T ||  = 73,55
23 25 0,29331  xT= 30,72935 30 0,45957
53 32 0,69247  yT= 75,952

65 28 0,85921 ||P3T || = 70,43
76 22 1 α3 = 130 °

P0= M
M2
M3
M4
M5
M6

P3= M

Données de départ ( calculs préliminaires)
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analyse statistique,
écart des points M avec C

(méthode page 19)

Voici le résultat aprés 30 itérations (avec les φ equilibrés )

P1

P0

P3

échelle 1

P2

X Y
P0

P1

P2

P3

8 6

16,942 33,521
63,693 34,862

76 22

C C 

EQM =  = 1,3317
( écart(n)² )1

n

∑
n

M2  -1,006

M3  1,185

M4  1,383

M5  1,403

M6  0,600

2) Les φ ne doivent pas dépasser le point d’intersection T sinon la courbe aura un  point d’in�exion
sur son domaine de dé�nition ]0   1[ =>  Remède  :  φ0 = ||P0T||/2   ou   φ3 = ||P3T||/2

3) Les φ doivent être équilibrés (il ne faut pas que φ0 soit grand et φ3 trés petit (et vice versa) .

Conseils et contraintes 

 => personnellement j’applique ces règles : 

1) La progression doit être continue  :  pas de points d’in�exion sur celle ci ,   P0 ≠ P3 .

a) si φ3 φ0φ0
φ3

< 0,4  => × 0,8  = b) si φ0 φ3φ3
φ0

< 0,4  => × 0,8  = 

NB : P2 est calculé dans  A)

Dé�nissons   les 5 valeurs possibles de   φ0   :  φ0(M2) ,  φ0(M3) ,  φ0(M4) ,  φ0(M5) ,  φ0(M6)

B) Avec :  P2  et les formules de B

=> P1 (Moyen) xP1 = φ0(Moyen) cos(α0) + xP0
yP1 = φ0(Moyen) sin(α0) + yP0

Ensuite répetons le processus  A) avec P1 calculé , B) avec P2 calculé  etc.....

φ0(M2) w₂ + φ0(M3) w₃ + φ0(M4) w₄ + φ0(M5) w₅ + φ0(M6) w₆
|| M2 P1(M2) ||-1=w₂

|| M3 P1(M3) ||-1=w₃ 

|| M4 P1(M4) ||-1=w₄ 

|| M5 P1(M5) ||-1=w₅ 

|| M6 P1(M6) ||-1=w₆ 

w₂ + w₃ + w₄ + w₅ + w₆
φ0(Moyen) =

xP1(t) = [ xMn -(1-t)³ xP0 - 3t²(1-t) xP2 - t³ xP3 ] / [3t(1-t)²]
yP1(t) = [ yMn -(1-t)³ yP0 - 3t²(1-t) yP2 - t³ yP3 ] / [3t(1-t)²]

B
    t³[ α0(-xP3 -2xP0+3xP2)-(-yP3 -2yP0 +3yP2)]

+3t²[ α0(xP0 - xP2)-(yP0 - yP2)]
+ α0(xMn-xP0 )-(yMn-yP0) = 0 calcul de t(Mn)

avec t= t(Mn) => φ0(Mn)
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X Y

P0=M1 5 12
M2 25 22
M3 15 25
M4 33 24
M5 46 13
M6 45 20
M7 40 23
M8 51 13
M9 57 6

P3=M10 61 2

un autre exemple :  la progression est désordonnée ( sauf  M et M )

X Y
P0

P1

P2

P3

5 12

14,552 35,494
46,608 23,437

61 2

C a

EQM = 3,9367

α0 = 67,875°  φ0= 25,361

α3 = 123,875°  φ3= 25,820

échelle 1,5

P1

P0

P3

P2

P1

P0

P3

échelle 1,5

P2

X Y
P0

P1

P2

P3

8 6

20,311 29,389
45,317 42,509

76 22

C bis

EQM = 0,16871 = MSE

C bis

α0 = 62,241°  φ0= 26,431

α3 = 146,2405°  φ3= 36,906

Exemple 1bis)   α0 et α3  sont libres.

«Masterliss» a détecté 70 Eqm < 1     
48 Eqm < 0,5  
14 Eqm < 0,25

A0 ref

A3 ref

M2

M6

P0

P3

P3P0

A0min

A0max
A3max

A3min

Allons plus loin !!

a)

b)

Avant tout, pour eviter des boucles inutiles l’algo determine les angles orientés A0ref et A3ref
qui sont probablement une bonne référence pour le lissage �nal.

L’algorithme «lissage» a ses limites car les angles α0 et α3 sont �xes.
Pour avoir un processus de lissage complet il faut créer l’algorithme  :   «MasterLiss»
qui gère les variation de ces angles .

Pour se �xer une amplitude de lissage en A et B (en vert sur les images ci dessous)
Il faut dé�nir les angles orientés suivant avec un  Δ°  fixé a l’avance (10° par exemple)   :
A0min  = A0ref - Δ    ,    A0max  = A0ref + Δ 
A3min  = A3ref - Δ    ,    A3max  = A3ref + Δ 

c) 

l’ angle α0 est �xe et α3 est libre ( 20 boucles )

l’ angle α0 est libre et α3 est �xe ( 20 boucles )

les angles α0 et α3 sont �xes  ( 1boucle)

l’algorithme «MasterLiss» peut  continuer ,  4 cas sont possibles 

les angles α0 et α3 sont libres  «Masterliss» eectue 20*20 = 400 boucles ( incrément de 1° )
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1) si on passe de   Aor(n-1) [0°  90]           vers   Aor(n) [ 270° 360° ]  => α(n)  = -360 + Aor(n) - Aor(n-1) ( exemple au point M4 )
2) si on passe de   Aor(n-1) [270°  360]    vers   Aor(n) [ 0    90° ]        => α(n)  =  360 + Aor(n) -  Aor(n-1) ( exemple au point M7 )

Attention aux cas particuliers

=>  α1=Aor2-Aor1 , α2=Aor3-Aor2 etc...

in
exion en M6

car α5 change de signe

α1

α2
α3

α4

α5

α6Aor1

Aor2

Aor3

Aor4

Aor6 Aor7

M₁

M2

M3

M4

M5

M₇

M6

α5 change de signe :  >0  !!   cela veut dire  qu’il y a un point d’in
exion, en M6

Bon à savoir : comment détecter les points d’in�exion d’une polyligne ?

par contre si nous inversons  la progression (M7 vers M1)   l’in
exion est en M5

Tout d’abord il faut claculer les α à l’aide des Angles orientés Aor1, Aor2 etc....

dans notre exemple :

66,410

X Y

P = M1 10,160 50,160

M2 23,451 62,475

M3 33,960 64.273

M4 42,594 59,039

50,180 50,180

M6

M5

57,906 41,461

M7 36,098

M8 76,969 37,945

P = M9 90,120 50,120

progression  créé avec : 
 xP0=10  yPo=50   xP1=50   yP1=100  
xP2=50   yP2=0    xP3=90   yP3=50

P0

P1

P2

P3

10,16 50,16

50,411 100,253

50,148 0,240

90,12 50,12

α0 = 51,2°  φ0= 64,26

α3 = 231,293°  φ3= 63,92

EQM = 0,09138 

P1

échelle 1/2

P0
P3 

P2

X Y

P0=M1 10 -15

M2 20 30

M3 30 20

M4 20 -10

P3=M5 10 -15

P0

P1

P2

P3

10 -15

-143,261 102,724

109,645 27,020

10 -15

α0 = 142,47°  φ0= 193,256

α3 = 22,865°  φ3= 108,143

P1

échelle 0,5

P0=P3 

P2

EQM = 0,00003

Cet algorithme ausculte sur 180° en P0 et P3  la progression des points M (Polyligne).
Il permet, autant que possible, de lisser des progressions :  bizarres, avec 1 point d’in�exion etc...

NB : le résultat peut être incorrect / imprécis

Un autre algorithme de lissage (plus lent)   :   « MasterlissFree »



x1 ≈ -1,398

∆ > 01er cas  :  si  il existe 1 racine réelle  :

Exemple 1

∆ ≈  0,25

32 2
B3 3x1 = -q+ -q- ∆∆

=> z³ − 0,25z + 0,5 = 0

2x³ + 3x² + x +1=0

Le signe et la valeur de ∆ impliquent  3 cas

Comment résoudre un équation du 3ème degré ?

L’équation se présente sous la forme : ax³ + bx² + cx + d = 0

x³ + Bx² + Cx + D = 0

a

aa

p = q =

Dans un premier temps nous allons simpli�er les termes de cette équation

x =  z − 3
B( )

q²   Le discriminant   ∆       de =

avec : et 
3
B²C( ( 327

2B³ BCD( )
4 p³
27+

3) En développant et simpli�ant => z³+ pz + q = 0

=>

z − 3
B( ) z − 3

B z − 3
B( )( )

1) divisons tous les coe�cients par :

2) changons de variable en posant :

a a

1                + B               + C             + D = 0
3 2

=>

ax³ bx² cx² d
0

z³+ pz + q

3434

34



x3 ≈ 0,41
x2 ≈-1,11
x1 ≈ 2,02

∆ < 03 ème cas :   si  il existe 3 racines réelles :

=>  z³ − 2,75z − 0,25 = 0

Exemple 3 

∆ ≈  -3,02

+2

+4

x1 =
3q

3
2p

-3
p-p

3

Arccos
cos (( ((

2

x2 =
3q

3
2p

-3
p-p

3

Arccos
cos (( ((

2

x3 =
3q

3
2p

-3
p-p

3

Arccos
cos (( ((

2

− 3
B

− 3
B

− 3
B

2x³ - 3x² - 4x +2 = 0

x³ - 15x² + 27x -13 = 0

x1 = 13 x2 = x3 = 1=>  z³−48z−128 = 0    =>

∆ = 02 ème cas :   si  il existe «2» racines réelles :

3q
p − 3

Bx1 = 3q
2p − 3

Bx2 = x3 = -

Exemple 2 ∆ = 0

35 35

35
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α = 70°

x
x’

y’

y

o

O’

P0’

P1’

P2’

P3’

P
 

P

P0

P1

P2

P3

α = 70° 

avec
∆x = -30
∆y =  30

=>
45
15Ω=P0

P2-P0

X Y

Origine’ 13,70 -2,42

P0’

P1’

P2’

P3’

15 45
-18,05 85,76
-23,45 27,07
25,26 73,19

P P X Y
P0

P1

P2

P3

Origine

45 15

72 60
15 45

75 15

0 0

NB : l’angle α ne doit pas être  orienté

échelle 1

par une formule directe Par calcul  matriciel

xP’
yP’

(xP - xΩ)
(yP - yΩ)

xΩ + ∆x
yΩ + ∆y= cosα -sinα

sinα cosαP’ . + P’ xP’ =  - sinα (yP - yΩ) + xΩ + ∆xcosα (xP - xΩ)
yP’ = + cosα (yP - yΩ) + yΩ + ∆ysinα (xP - xΩ)

xP
yP

(xP’ - xΩ - ∆x)
(yP’ - yΩ -∆y)

xΩ
yΩ= cos(-α)   -sin(-α)P . +

P
xP = - sin(-α)(yP’ - yΩ -∆y) +xΩcos(-α)(xP’- xΩ -∆x)
yP = + cos(-α)(yP’ - yΩ -∆y) +yΩsin(-α)(xP’- xΩ -∆x) P

xP = + sin(α)(yP’ - yΩ -∆y) +xΩcos(α)(xP’- xΩ -∆x)
yP = + cos(α)(yP’ - yΩ -∆y) +yΩ-sin(α)(xP’- xΩ -∆x)

sin(-α) cos(-α)
xP
yP

(xP’ - xΩ - ∆x)
(yP’ - yΩ - ∆y)

xΩ
yΩ= cos(α)   sin(α)ou

ou

. +-sin(α) cos(α)

Réciproquement

ou

Changements de paramètres par rotation avec la formule du « changement de base » (modi�ée)

Dans cet exemple le but est d’e�ectuer à la courbe P  une rotation α
par rapport à un centre de rotation  Ω  et éventuellement une translation ∆x , ∆y
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α1
α2

C

R

R

C

R

R

İ1

İ2

Intersection de 2 cercles, méthode topographique  [3]

X Y

C1 30 23 R1 19

C2 65 30 R2 25
||C1C2||  = 35,693

--------------------------------------------
R1² + ||C1C2||² - R2²cos(α1) = => α1 ≈ 41,871°  

2R1          ||C1C2||

--------------------------------------------
R2² + ||C1C2||² - R1²cos(α2) = => α2 ≈ 30,482°  

2R2      ||C1C2||

si ||C1C2|| = R1 + R2    = >  les cercles sont tangents extérieurement

si ||C1C2|| = |R1 - R2|   = >  les cercles sont tangents intérieurement

Données initiales

Dé�nition de :  α1 , α2

Aor C1İ1 = atan2(xC2-xC1  ;  yC2-yC1) +        +   α1 ≈ 53,181° 

Aor C1İ2 = atan2(xC2-xC1  ;  yC2-yC1) +        -    α1 ≈ -30,561° 

Dé�nition des angles orientés :  C1İ1 , C1İ2

Dé�nition de :  İ1 , İ2  par coordonnées polaires à partir de C1

Cas particuliers

xİ1 = cos(Aor C1İ1)R1 + xC1  ≈ 41,387

yİ1 = sin(Aor C1İ1)R1 + yC1  ≈ 38,210

xİ2 = cos(Aor C1İ2)R1 + xC1  ≈ 46,361

yİ2 = sin(Aor C1İ2)R1 + yC1  ≈ 13,339

pi()
180

pi()
180

A

α

β

Ω

2,5
3,75

B 6
6,5

= -33,690°

= -75,964°

car les vecteurs α et β sont parallèles

Intersection de 2 droites par la méthode de Mr. Delambre adaptée au sens trigonométrique.
(droite dé�nie par un point et son coe�cient directeur)

!

si α =  90° ou -90°   alors  xΩ = xA   et   yΩ = tan(β) (xA-xB)+yB 

si β =  90° ou -90°   alors  xΩ = xB   et   yΩ = tan(α) (xB-xA)+yA 

si tan(α) = tan(β)  l’intersection est indéfinie

(yA-yB)-(xA-xB)tan(β)
tan(β)-tan(α)

xΩ =         xA + = 7,525

yΩ    =      yA +  (xΩ-xA)tan(α) = 0,4

exemple avec les données de la page 24 

échelle  1

=

=

=

=

41,387
38,210

46,361
13,339

C

R

R
R

R

C

İ1

İ2

53,181° 

-30,561° 

11,310° 
-168.69° 

échelle  : 60/35
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Δx(AB)

Δy(AB)

A

B

θ 

φ 

Quelques formules importantes

Δx(AB) = xB -xA = φ cos (θ)

Δy(AB) = yB -yA = φ sin (θ)

tan (θ) =
Δx(AB)

Δy(AB)

(Δx(AB))² +  (Δy(AB))² φ  =

Δx(AB)φ  = cos (θ) sin (θ) 
Δy(AB)

 =

θ = atan2(Δx(AB) ; Δy(AB))

Les coord. polaires permettent de dé�nir les coordonnées cartésiennes de B par rapport à A

θ 

φ 

A

B

xB = xA +  φ cos (θ)

yB = yA +  φ sin (θ)

Coordonnées polaires.
Les coordonnées polaires de B par rapport à A sont :   la distance AB  φ  et l’angle orienté θ 
Dans le domaine des «nombres complexes» la distance AB  est le   module  R 

θ 
A

B

(négatif)

θ 
A

B

(positif )

A

B

θ (positif )

Constatons que, grace à cet angle,  B est bien orienté par rapport à A

θ

A

B

(négatif)

Angles orientés.
Un angle orienté θ débute toujours sur un axe paralléle à celui du repère orthonormé : ox
Il peut être positif ou négatif.
Dans le domaine des «nombres complexes» cet angle est   l’argument θ.
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>0
>0

<0
>0

<0
<0

>0
<0

4e quadrant3e quadrant

θ2

A

B

2nd quadrant

θ1
A

B

θ4
A

B

θ3

A

B

1er quadrant

-x x

Y

-Y

o

Δx 

Δy
Δx 

Δy

Δx 

Δy
Δx 

Δy

(angle positif ) (angle positif )

(angle négatif)(angle négatif)

les tableurs  ont intégrés ce calcul particulier par la fonction : Atan2(Δx ; Δy)

α = Arctan ( )
Δx(AB)

Δy(AB)
= -18

20

≈ 26,9φ

=> => -18
20

  ≈ -48°

calculons les coordonnées de B à l’aide de φ et α
xB = xA +  φ cos (α) =  3 ?     il devrait être négatif

!

Pourquoi dé�nir un angle orienté ?

exemple avec A 5
-15 B 25

-33

les résultats 
sont incohérents !!

Δx(AB) 

Δy(AB) 

α = Arctan ( )Δx(AB)

Δy(AB) => θ1 = |α|

Δx(AB) 

Δy(AB) 

Δx(AB) 

Δy(AB) 

Δx(AB) 

Δy(AB) 

α = Arctan ( )Δx(AB)

Δy(AB) => θ2 = 180°- |α| 

α = Arctan ( )Δx(AB)

Δy(AB) => θ3 = |α| - 180°

α = Arctan ( )Δx(AB)

Δy(AB) => θ4 = - |α| 

Pour dé�nir correctement un angle orienté il faut  connaitre la position de AB 
par rapport aux 4 quadrants du repère orthonormé.

1) 

2) 

si alors AB est orienté vers le 1er quadrant  =>

alors AB est orienté vers le 2nd quadrant  =>

>0
et >0

si <0
et >0

3) alors AB est orienté vers le 3e quadrant  =>si <0
et <0

4) alors AB est orienté vers le 4e quadrant  =>si >0
et <0

   c’est l’angle supplémentaire de |α| Dans cet exemple θ doit être = 180°- |-48°| => θ  ≈ 132° 

yB = yA +  φ sin (α)  = -15?   il devrait être positif

α 
A

B

(négatif)

θ  ≈ 132°
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Le cercle et ses tangentes

a) calcul des tangentes  :  I T  =  I T ’

= R tan(     ) = R cotan(     )θ
2 2

α

=  HI² + TH²  

= O I  sin(     ) = O I  cos(     )θ
2 2

α

= H I  
sin(     ) θ

2 cos(     ) θ
2cos(     ) 2

α= H I  = TH 

sin(     ) 2
α= TH 

=  O I ² - OT²  =  I M  × I M ’   =  H I  × O I   

b) calcul du rayon :  R

= I T  tan(     ) = I T  cotan(     )2
α

=  TH² + OH²  

  = O I  sin(     ) = O I  cos(     )θ
2

θ
22

α

= TH

sin(     ) θ
2 sin(     )θ

2cos(     ) 2
α= TH = OH 

cos(     ) 2
α= OH 

8F
+C²

2
F=  O I ² - IT²  = =OH × O I   

c) calcul de la corde  :  TT’ = C

= 2R cos(     ) = 2R sin(     )2
α

= 2   I T ² - H I ² 

= 2 I T  sin(     ) = 2 I T  cos(     )θ
2

θ
22

α

= 2 OH cotan(     ) = 2 OH tan(     )2
α = 2 HI  tan(     ) = 2 H I  cotan(     )θ

2
θ
22

α

= 2   OT² - OH²  = 2   OH × H I   

 R² - C²/4  

d) calcul de la �èche  :  OM-OH = HM =  F

= R ( 1- cos(     ) ) = R (1- sin(     ) ) = R -2
αθ

2

 2×R×F - F²  = 2



41

41

41

θ =120°α =60°
Dans cet exemple

R 50
IT= IT’ 86,60254

OI 100
HI 75
TH 43,30127
OT 50
IM 50
IM' 150
OH 25

TT'=C 86,60254
F 25

lg arc TMT' 104,720
aire OTMT' 2617,994

aire TMT' 1892,230
aire I TMT' 1712,133

O

R

T

I

R

H

M

M’

θ/2

θ

θ/2

2
α

2
α

θ/2θ/2

α

T’
α/2

f) aire du secteur circulaire OTMT’ = θ

θ

360°
 R² 

g) aire du segment circulaire TMT’ = -
R² sin(    )θ

360° 2
 R² 

h) aire de la pointe  ITMT’ = I T ×R - θ
360°

 R² 

i) angle     = 2 arcsin (        ) 
2R
 C

e) longueur de l’arc TMT’ =  θ
180°

 R

θ

 π

 π

 π

 π
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Constantes

Type Tableaux

Variables globales

Phi =  0.552284749831575     cest la valeur de  φ d’un arc de cercle simulé de rayon 1 , son angle au centre = 90° 
radian = 0.01745329251994329577  cest la valeur de de 1° en radian
cPi =  3.14159265358979323846
c0 =  0.00000000000000000001  utile pour éviter des divisions par 0 
infinity = 9938196601125010515179  simule une in�nitée

coordM =  Array[1..maxLissage] Of Double coordonnées des points M  (x, y, et/ou z)
coordP =  Array[1..maxLissage] Of Double coordonnées des points P (x, y, et/ou z)
pointBezier =  Array[0..3,0..3]   Of Double points de dé�nition des courbes de Bézier B3 
B3trace =  Array[0..3,0..3]   Of Longint  nécessaire au tracage des courbes 
PointInfo =  Array[1..100]   Of Integer  généré par  DetInflex

utilisés pour les calculs matriciels

t,t1,t2  : double  paramètres  ‘ t ’  des équations paramètriques
A0,A3,D0,D3 : Double  respectivement angles orientés de P0P1 P3P2 α0 , α3 et les normes P0P1 P3P2   φ0  et   φ3
xB3,yB3  : Double  coordonnées d'un point de paramètre t   d'une B3  : généré par B3coord
typ   : Integer  renseigne le type de  courbe de bézier (1 à 5)  procédure  B3type
Psta01  : Integer   renseigne si la B3 a   0 1 ou 2  points stationnaires ou de croisement sur ]0  1[        B3type Génère Psta01
a2v  : coordM   tableau des angles entre 2 vecteurs  construit  par Angle2v
nbINF,nbDIS : integer   nombre d'in�exions et/ou de discontinuitées d’une polyligne (Angle2v)

INFat,DISat  : Pointinfo situe les points d'in�exions ou de discontinuités d’une polyligne (Angle2v)

XCreg,YCreg,EQMregcirc,statRC,Radreg,Rmin,Rmax : double  résultats de RegCirc

B3liss, B3free, B3fitted,B3preced : pointbezier
EQMliss,statLiss   : double
EQMfree,statFree   : double
NBliss     : integer = 0  IMPORTANT  nécessaire pour un lissage multiple

résultats des procédures de lissage

générés par RegPoly et ParamB3

dans procédure Arcinfo

générés par B3aire

xNB,yNB,xNBr,yNBr   : coordM  coordonnées déterminées par Newbase et NewbaseReci

NBsol,sol1,sol2,sol3  : double  nombre de solutions et solutions déterminés par  Solve2 et Solve3
Xint,Yint    : double  résultat de l’intersection de 2 droites généré par  Inter2D
RDC,xRC,yRC    : double  rayon de courbure et coordonnées de son centre relatif au point M(t) , généré par B3rdc

B3clotho : pointbezier  résultat de  ClothoB3
B3pro  : pointBezier  résultat de  B3prolonge
B3prosub : pointBezier  résultat de  B3prosubAB
B3fus  : pointBezier  résultat de  B3fusion
B3a,B3b : pointBezier  résultat de  B3subdivise
AireA,AireB,AireC : double
Ba,Bb,Bc   : pointBezier
NBaire   : integer
xC,yC,xI,yI,rayon,corde,fleche,angleOcentre,AOCvrai : Double 
AireSecteur,aireSegment,airePointe,longArc   : Double 
testColin   : integer  test de colinéarité généré par Arc2B3 si 0 pas de colinéarité , si 1 oui
Arc1,Arc2,Arc3,Arc4 : pointbezier  généré par Arc2B3
NBarc    : integer  nombres d’arcs générés par Arc2B3
B3arc90  : pointbezier  arc de cercle simulé, son angle au centre est  <= 91°  résultat de  Arc0_90
c1,c2,c3,c4  : pointbezier génère un cercle unité par 4 B3 grace à CercleUnite
cc1,cc2,cc3,cc4   : pointbezier construit un cercle ou une ellipse par CercleB3

B3poly,B3param   : pointbezier
EQMpoly,statPoly   : Double

B3pass,B2pass,B1pass : mat     matrices de passage
Matprod,MatprodAB  : mat              produit de  matrices
Matsom,Transmat  : mat     somme et transposée d'une matrice
MATinv,MatX    : mat             inverse d'une matrice et  solution  d’un système linéaire de matrices : AX = B
DET     : double  déterminant d'une matrice
coef,coef_1    : mat1   coe�cients d'un polynôme

Mat  = Array[1..maxlissage,1..maxlissage] of double 
Mat1 = Array[1..maxlissage] of double
VECT = ARRAY[1..maxlissage] of double

maxLissage= 500 nombre maximum de points de la polyligne

Epsmach = 2E-16 pour les calculs matriciels
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le nombres de points d’in�exions et de discontinuités sont dans nbINF,nbDIS
leur position dans la polyligne  est dans  INFat,DISat   si aff > 0    les datas de précision aff   seront a�chés sur la console DOS 

renvoie, si elle existe,  la solution unique inclue dans  [0  1] . Si plusieurs solutions dans [0  1]    la plus rapprochée de tk sera choisie.
Si pas de solutions dans [0  1] la fonction retournera la valeur  tk

tgtA et tgtB sont les tangentes des angles dirigés vers le point d’intersection. Résultat dans Xint,Yint

renvoie l'angle orienté de  la tangente au cercle passant par 3 pts au point x1 y1

changement de base des coordonnées xM,yM
 alpha = angle de rotation , Xom,Yom =  centre de rotation, dx,dy = déplacement ,  echelle = mise à l’echelle    ,  résultats dans  xNB,yNB

réciproque du changement de base,  résultats dans  xNBr,yNBr
procedure NewBreci(xM,Ym:coordM;N:integer;alpha,Xom,Yom,dx,dy,echelle:double)

xC,yC = centre du cercle , Rad son rayon, echx,echY échelles , angle de rotation    ( 0 si cercle)
tous les calculs se font par rapport au centre du cercle/ellipse.  Résultat dans   cc1,cc2,cc3,cc4

function Fact(N:integer):longint factorielle

function Tan(alpha:double):double tangente d’un angle en radian

function Atan1(x1,y1,x2,y2:double):double Angle simple entre 2 points (en radian)

function Atan2(x1,y1,x2,y2:double):double angle orienté  1 vers 2 (1er et 2ème quadrant positif, 3ème et 4ème négatif)

function Atan4(x1,y1,x2,y2:double):double angle orienté 1 vers 2  toujour positif

function Norme(x1,y1,x2,y2:double):double norme, distance entre 2 points

function Cuberoot(Num:double):double racine cubique d’un nombre

function Sgn(X:double):double signe d’un nombre    1 il est positif     -1 négatif

function PolyEval(X:double;coef3:mat1;deg:integer):double f(x) d’un polynôme

function moyenne(X:coordM;;deb,fin:integer;op:integer):double 4 moyennes possibles

Procédures et Fonctions

               NB  le sens de coef3 doit être par exemple  :   1  +1x  +3x²  +2x³    deg est le degré du polynôme

NB  la ligne doit contenir : des espaces et/ou tabulations,  des ‘ '  . ‘  et/ou  '  , ’  et des chi�res.  
IMPORTANT : un CR est obligatoire sur  toutes les �n de lignes  du �chier. txt contenant les données à extraire (en particulier la dernière).
La procédure lirePoint située dans le/les progammes ‘ Main’   construit les tableaux : xP,yP et/ou zP  nbl est le nombre de points.
similairement  LireMat  construit MatP , le nombre de lignes et de colonnes seront  disponibles  dans  ML,MC:integer
NB la/les lignes , d’éventuels commentaires, doivent être précédées du caractère ‘ % ’ ;   LireB3 lit les pts. de dé�nition d‘une B₃ et t construit B3point

function MoyPond(X,poidX:coordM;deb,fin:integer):double moyenne pondérée

X  est un tableau de nombres,   poidX les poids respectifs de ces nombres.
deb,fin permet de calculer cette moyenne sur une partie  de ce tableau.

function EQM(Ecart:coordM;deb,fin:integer):double Ecart Quadratique Moyen     utile aux  processus de lissages.

function  t_unique(tk:double):double compare tk avec sol1,sol2,sol3      (tk est un paramètre t estimé)

function Nettoie(Ligne:string):string nettoie Ligne  en vue d’extraire les  X  Y d’une polyligne , voire  Z  ou les valeurs d’une matrice.

procedure Solve2(a,b,c:longint) résoud une équation du second degré  et renseigne NBsol,sol1,sol2

procedure Solve3(a,b,c,d:longint) résoud une équation du 3ème degré  et renseigne NBsol,sol1,sol2,sol3 

procedure CercleB3(xC,yC,Rad,echX,echY,rotation:double) construit un cercle ou un ellipse par 4  B3 

procedure CercleUnite dé�nis un cercle unité par 4 B3  c1,c2,c3,c4 (sens trigonométrique)

procedure inter2D(xA,xA,tgtA,xB,yB,tgtB:double) intersection de 2 droites par la méthode de Delambre (modi�ée) 

procedure Angle2v(xM,Ym:coordM;N:integer) construit le tableau a2v, de taille N-2  contenant les angles entre 2 vecteurs

procedure DetInflex(xM,Ym:coordM;N,aff:integer) détecte les points d’in�exions et de discontinuités par rapport à   a2v

procedure NewBase(xM,Ym:coordM;N:integer;alpha,Xom,Yom,dx,dy,echelle:double)

function  Alphadef(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double):double

son centre est en x=0, y=0  et commence au point x=1 y=0

function AirePolygon(xM,Ym:coordM;N:integer):double calcule la valeur absolue de l’aire d’un polygone

si op = 1  moyenne simple,      si  2  géométrique,        si  3  harmonique,    si  4  quadratique
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le nombre d’arcs nécessaires est renseigné par  NBarc les B3 générées sont :  Arc1,Arc2,Arc3,Arc4

simule un arc de cercle passant par le triplet .
l’ AOC maximum est de 91° ,  la courbe  B3arc90  est générée

utilisé par B3long , clothoAmoyen    NB : l’angle au centre vrai doit  ]0 180[

function  AOC(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double):double calcule l'angle au centre vrai  d’un arc passant par un triplet
           ( il peut  ]0 360°]  ou ]0 -360°] )

function  ARClong(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double):double renvoie la longueur d’un arc passant par 3 points

function  ClothoAmoyen(B3def:pointBezier):double renvoie le paramètre A moyen d’une clothoïde simulée

function  DistoB3(B3def:pointBezier;xM,yM,testim:double):double distance minimum d’un point M à une B3

function  B3aireSimple(B3def:pointBezier):double aire simple d’une B3 sur  [ 0 1 ] 

function  B3aireAB(B3def:pointBezier;tA,tB:double):double aire sur [ tA tB ]

procedure B3aire(B3def:pointBezier;aff:integer):double

function  B3long(B3def:pointBezier):double longueur (abscisse curviligne) d’une B3 sur  [0 1]

function  B3rdc(B3def:pointBezier;t:double):double rayon de courbure d'une B3 en un point  M(t)

procedure Arc2B3(xx1,yy1,xx2,yy2,xx3,yy3:double) dé�nis un arc de cercle passant par le triplet   |AOC|  ]0 360°] )

procedure ClothoB3(angledep,xdep,ydep,xfin,yfin,xcercle,ycercle:double;sens:integer)

procedure Arcinfo(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double) calcule divers éléments d'un arc de cercle passant par 3 points

procedure Arc0_90(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double) 

centre du cercle : xC,yC  intersection des tangentes : xI,yI,rayon,corde,fleche , angleOcentre  ]0 180[
AOCvrai , aireSecteur, aireSegment, airePointe, longArc 

procedure B3coord(B3def:pointBezier;t:double) coordonnées d’un point  M(t) : xB3,yB3 de la courbe  B3def 

procedure B3write(B3def:pointBezier;aff:integer) si aff >0    les données de précision aff  sont a�chées sur la console DOS
Calcule  les points de dé�nitions d’une B3 ainsi que ses angles (en degré) α0 ,α3 dans A0,A3 et ses distances φ0 ,φ3 dans D0,D3

procedure B3fusion(B1,B2:pointBezier;option:integer) fusionne 2 courbes liées  dans  B3fus
si option=1    B3fus  passera  par le point de contact sinon elle n’y passera peut-être pas.

procedure B3type(B3def:pointBezier;aff:integer) détermine le type de la  B3  dans  Typ   et    Psta01 = nb de Pts sta. sur [0 1]

1 => 1 point d'in�ex,  2 => 2 points d'in�ex,  3 => 1 point de rebroussement,   4 => 1 point de croisement,   5 => une parabole,  0 =>une droite 
 si aff >0  a�che les coordonnées de ces points stationnaires ainsi que leur paramètres    t1 , t2

simule un arc de clothoïde par une B3, la courbe     B3clo est générée.
xdep,ydep,angledep = coordonnées et angle  de l’axe routier au départ de la clotho
 xfin,yfin = coord. du début de la partie circulaire à raccorder. xcercle,ycercle=  coordonnées du centre du cercle
 si sens =1 alors la clotho entre dans un secteur circulaire sinon elle en sort

procedure B3sudivise(B3def:pointBezier;tsub:double) subdivise une B3 en 2 parties en  M(tsub)  =>  B3a B3b

procedure B3prolonge(B3def:pointBezier;t:double) prolonge une B3   jusqu'à  un point  M(t)  :  t  <0 ou >1 =>  B3pro

procedure B3proSubAB(B3ini:pointBezier;tA,tB:double) extrait une partie de la B3,  sens =   tA vers tB  =>  B3prosub

NB  il ne doit pas avoir de points stationnaires ou de croisements sur  ]0 1[

NB  il ne doit pas avoir de points stationnaires ou de croisements sur    ] tA tB [

le nombre d’aires est renseigné par  NBaire  , les aires et B3 générées sont  :  aireA,aireB,aireC et Ba,Bb,Bc

le paramètre estimé  testim est nécessaire pour optimiser la dichotomie
Si la distance est négative cela veut dire que le point M est à l’intérieur de la courbe.

 calcule aussi  les coordonnées du centre de courbure xRC,yRC et  CCtest
   Si CCtest = -1  cela veut dire  que la courbe est concave en ce point , sinon convexe 

prend en compte  les points stationnaires ou de croisements sur  ]0 1[
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les angles  A0,A3  sont �xes, N est le nombre de points à lisser
Méthode BELHARRA (crée par Alexandre Christophe GLON le 19-09-2019 )

procedure Lissage(xM,yM:coordM;N:integer;A0,A3:double) lisse, ajuste les points M par   :  B3fitted

Grace à deb,fin elle lisse qu’une partie de la polyligne . Très utile si on veut e�ectuer un lissage multiple, successif .
Si la valeur de l’angle  Alpha0  et/ou  Alpha3  est >=100   cela voudra dire que A0 et/ou A3 sont libres et peuvent varier.
Dans le cas contraire le/les angles sont �xes,  aucune variation ne sera appliquée sur les angles concernés.
NB: ces angles (en radian) doivent être orientés , par précaution j’ai fait en sorte qu’ils soient tous positifs.
 La précision du lissage est renseignée par  statLiss = EQMliss Statistiquement  c’est l’ Ecart Quadratique Moyen = EQM ou MSE
Cette procédure est adaptée pour une suite continue  de points M sans points doubles ou stationnaires.
IMPORTANT   sauf cas extrêmes    B3liss  n’aura pas de points stationnaires ou doubles sur  ]0 1[

procedure MasterLiss(xM,yM:coordM;deb,fin:integer;Alpha0,Alpha3:double) Lisse les points M  et génere   B3liss

Elle  ausculte  la polyligne en variant les distances D0 et D3 et les angles A0, A3 sur 180°.
Elle permet de lisser des progressions bizarres etc.. mais le résultat est parfois incohérent, imprécis.
 La précision du lissage (EQM)  est renseignée par  statFree = EQMfree

procedure MasterLissFree(xM,yM:coordM;deb,fin:integer) Lisse les points M par    B3free  (  méthode plus lente )

XCreg,YCreg,Radreg,Rmin,Rmax, statRC = EQMregCirc , sont les résultats de cette régression.
procedure RegCirc(xM,yM:coordM;N:integer)  Lisse la polyligne par une Régression Circulaire ( méthode des moindres carrés)

deb,fin permet de selectionner une partie  des points .   DEG est le degré du polynome recherché.
si op = 1 une chagement de repère est e�ectué dans xx,yy  faisant en sorte que le 1er point soit aligné horizontalement avec le dernier.
Les coef. du polynôme sont générés dans le tableau coef, leurs sens est par exemple :  1  +1x  +3x²  +2x³  ( coef_1 est en sens inverse )  
En�n cette procédure paramètise la fonction si son degré =3  ou 2   =>  B3Param    EQM  = statPoly = EQMpoly

procedure RegPoly(xx,yy:coordM;deb,fin,DEG,op:integer)  Lisse par Régression Polynômiale    (méthode des moindres carrés)

coefpoly doit être dans le sens 1 +1x +3x² +2x³ . La courbe  B3Param est générée.
NB : la paramètrisation d’une fonction de 2ème ou 1er degré est possible en construisant coefpoly  comme par exemple  :  

L1,C1 est le nombre de Lignes et de Colonnes de la matrice A ,    pour B c’est L2,C2   IMPORTANT   L2 doit etre égal à   C1

procedure ParamB3(coefpoly:Mat1;Xdeb,Xfin:double)  Paramètrise une fonction de degré 3  ou 2 ou 1 sur l’intervalle   [Xdeb Xfin]

Le résultat est généré dans  coef et  coef_1
procedure Interpolation(xM,yM:coordM;N:integer)  interpolation de points par la méthode de Vandermonde.

function  DetMat(A:mat;N:integer)  renvoie le déterminant d’une matrice carrée A sa taile est NхN

procedure Transpose(A:mat;L1,C1:integer)  Transpose la matrice A de taille L1,C1,  résultat = Transmat de taille C1,L1

procedure Affmat(A:mat;L1,C1:integer)  A�che la matrice A de taille L1,C1,  sur la console DOS

procedure TraceB(B3bis:B3trace;DXgr,DYgr,aff:longint) Nécessaire à Trace_4B3 et   Trace_4B3M

procedure TraceRegCirc(xC,yC,Radius:double;Mx,My:coordM; N:integer)trace une regression circulaire

procedure InvMat(AA,BB:mat;N,M:integer)  résoud un système linéaire de matrices : AX = B  par la méthode de Gauss-Jordan

procedure MATmul(A,B:mat;N:integer)  Multiplication de 2 matrices carrées,  résultat dans Matprod

procedure MATmulAB(A:mat;L1,C1:integer;B:mat;L2,C2:integer;)    AхB résultat =  MatprodAB de taille L1 C2

procedure MatPass  active les matrices de passages  B3pass    , B2pass et    B1pass

procedure  TraceB3etCercle(B3:pointBezier;xC,yC,Radius:double;sens,Aff:integer) trace une clothoïde et son cercle

NB : les traçages ne tiennent pas compte des décimales

NxN est la taille de la matrice AA,   celle de BB peut être  NxM    si M=1 => résolution d’un système linéaire «simple» .
Si  M≠0 la procédure calcule le résultat X dans MatX  et le déterminant de AA dans  DET
Si  M=0 l’inverse de la matrice AA est calculé  dans MatInv ainsi que  DET de AA .  Lancer la procédure comme ceci : InvMat(AA,AA,N,0)

procedure TraceB3(B3:pointBezier;Aff:integer) Trace une B3   si Aff= 1 trace les normes P0P1 et  P3P2 ,   si 2 trace aussi  ’P0’ P1’ P2’ P3’

procedure TraceB3M(B3:pointBezier;Mx,My:coordM;N,aff:integer) Trace la B3 et les point M si Aff= 1 trace aussi  P0P1 et P3P2 

procedure Trace_4B3(Ba,Bb,Bc,Bd:pointBezier;aff:integer)

procedure Trace_4B3M(Ba,Bb,Bc,Bd:pointBezier;Mx,My:coordM;N,aff:integer) Trace 4 B3 et les points M

3   -5x  +2x²  +c0x³

3   -5x  +c0x²  +c0x³

Trace 4 B3 si aff= 1 trace les points de contacts entre les courbes
si aff= 2 trace aussi les normes P0P1 P3P2

si aff= 1 trace les points de contacts  entre les courbes si aff= 2 trace aussi les normes P0P1 P3P2

procedure MATsomme(A,B:mat;N,k:integer)  Somme de 2 matrices carrées,  résultat dans Matsom si k=1 => A+B  si K=-1 => A-B
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% matrix A
2.0  -1.0   1.0
1.0   5.0  -2.0
3.0  -2.0   3.0



%matrice résultat X de AX=B
 3.357143  -2.262000   0.142857   1.000000
-1.928571   3.770000   1.428571   1.000000
-3.642857   7.294000   2.142857   1.000000



%matrixB
5.0  -1.0   1.0  2.0
1.0   2.0   3.0  4.0
3.0   7.556 4.0  4.0



% matrix A
2  1   5 -8
7   6  2 2
-1  -3  -10 4
2 2 2 1




%matrice résultat X de AX=B
1
1
1
1




%matrixB
0
17
-10
7




98	17
-82	57
-90	-42



Unit B3OutilsV7;

Interface

Uses wincrt,dos,graph,math;

{ pour plus de détails concernant les unitées : Math Graph Wincrt
 consultez ce site : 
	https://www.freepascal.org/docs-html/rtl/math/index-5.html
	https://www.freepascal.org/docs-html/rtl/graph/index-5.htmlt
}

Const 
	maxLissage	= 500;
	maxMat		= 500;
	Phi			= 0.552284749831575;
	radian		= 0.01745329251994329577;//1 degre en radian
	cPi			= 3.14159265358979323846;
	c0			= 0.00000000000000000001;
	infinity	= 9938196601125010515179;

	EPSMACH = 2E-16; // pour le calcul matriciel
	
Type 
	coordM		= Array[1..maxLissage]	Of Double;	//cordonnées des points M
	coordP		= Array[1..maxLissage]	Of Double;	//cordonnées des points P
	pointBezier	= Array[0..3,0..3]		Of Double;	// point de définition des courbes de Bézier B3
	B3trace		= Array[0..3,0..3]		Of Longint;	// necessaire au tracage des courbes
	PointInfo	= Array[1..100]			Of Integer;	// dans detinflex

	Mat	 = Array[1..maxMat,1..maxMat] Of Double;
	Mat1 = Array[1..maxMat]	   Of Double;
	VECT = ARRAY[1..maxMat]	   Of Double;
	
	
Var // variables globales
	
	t,t1,t2 	: double;	// parametre 't' des équations parametriques
	A0,A3,D0,D3 : Double;	// respectivement angles P0P1 P3P2 et normes P0P1 P3P2;
	xB3,yB3 	: Double;	//coord d'un point d'une courbe de bezier en un point de param. t (procédure 'B3coord)
	typ  		: Integer;	//determine le type de la courbe de bézier (1 a 5) dans procedure  B3type 
	Psta01		: integer;	//renseigne si la B3 a   0 , 1 , 2  points stationnaires ou de croisement sur ]0  1[  B3type Génère Psta01
	
	a2v 			: coordM;	// tableau des angles entre 2 vecteurs construit par la procédure Angle2v
	nbINF,nbDIS		: integer;	// nombre d'inflexions et de discontinuitées de a2v 
	INFat,DISat		: Pointinfo; //situe les points d'inflexions ou de discontinuités de a2v
	
	Nbsol,sol1,sol2,sol3: Double;	// nombre de solutions et solutions	 des procedures :'solve2' et 'solve3'
	Xint,Yint			: Double;	//resultat de l'intersection de 2 droites dans procedure inter2D
	RDC,xRC,yRC, CCtest	: Double;	//rayon de courbure et coordonnées de son centre relatif au point M(t) , généré par B3rdc
	xNB,yNB,xNBr,yNBr 	: coordM;	// coordonées déterminées par Newbase et NewbaseReci
	
	B3clo		: pointbezier; //résultat d'une clothoide simulée
	B3pro		: pointBezier;// résultat de  B3prolonge
	B3prosub	: pointBezier;// résultat de  B3prosubAB
	B3fus		: pointBezier;// résultat de  B3fusion
	B3a,B3b		: pointBezier;// résultat de B3subdivise
	
	AireA,AireB,AireC	: double;		// déterminé par B3Aire
	Ba,Bb,Bc			: pointBezier;	// déterminé par B3aire
	NBaire				: integer;		// déterminé par B3Aire
	
	xC,yC,xI,yI,rayon,corde,fleche,angleOcentre,AOCvrai : double;	//déterminé par "Arcinfo"
	AireSecteur,aireSegment,airePointe,longArc 			: Double;	//déterminé par "Arcinfo"
	
	testColin 			: integer;		//	test de colinéarité généré par Arc2B3 si 0 pas de colinéarité , si 1 oui
	Arc1,Arc2,ArC3,ArC4 : pointbezier;	//	généré par Arc2B3
	NBarc 				: integer; 		//	nombre d'arcs généré par Arc2b3
	B3arc90				: pointbezier;	//	arc de cercle simulé, son angle au centre est  <= 91°  résultat de  Arc0_90
	
	c1,c2,c3,c4		: pointbezier;	//génère un cercle unité par 4 B3 grace à CercleUnite
	cc1,cc2,cc3,cc4	: pointbezier;	//onstruit un cercle ou une ellipse par	CercleB3
			
	XCreg,Ycreg,EQMregcirc,statRC,RADreg,rmin,rmax	: double;		// résultats de RegCirc
	B3poly,B3param 									: pointbezier;	// générés par RegPoly et ParamB3
	EQMpoly, statPoly								: Double;		// générés par RegPoly
	
	B3liss,B3free,B3fitt,B3preced		: pointbezier;	// résultats des procédures de lissage
	EQMliss,statliss,EQMfree,statFree	: double;		// Ecart Moyen Quadratique des lissages
	Nbliss 								: integer = 0;	// IMPORTANT  nécessaire pour un lissage multiple
	
	B3pass,B2pass,B1pass: mat;		// matrices de passage
	Matprod,MatprodAB	: mat;		// produit de 2 matrices
	Matsom,Transmat		: mat;		// somme et transposée d'une matrice
	MATinv,MatX 		: mat;		// inverse d'une matrice et  solution  d’un système linéaire de matrices : AX=B
	coef,coef_1 		: mat1;		// coefficients d'un polynôme
	DET 				: double;	// determinant d'une matrice


Function Fact(N:integer) : longint;
//factorielle d'un entier

Function Tan(alpha:Double) : Double;
// tangente d'un angle en radian;

Function Atan1(x1,y1,x2,y2:Double) : Double;
// arc tangente simple entre 2 points 1 vers 2 en radian;

Function Atan2(x1,y1,x2,y2:Double) : Double;
// angle orienté entre 2 points,1 vers 2; (1er et 2eme quadrant positif, 3eme et 4eme quadrant négatif )

Function Atan4(x1,y1,x2,y2:Double) : Double;
// angle orienté (jamais négatif) 1 vers 2;

Function Norme(x1,y1,x2,y2: Double) : Double;
// norme, distance entre 2 points

Function CubeRoot(num: Double) : Double;
// racine cubique d'un nombre

Function Sgn(x:Double) : Integer;
// renvoi 1 si positif  sinon -1

Function PolyEval(x:double;coef3:mat1;deg:integer) : double;//f(x) d'un polynome
//NB  le sens de coef3 doit être par exemple  :   1 + x + 3x² + 2x³    deg est le degré du polynôme

Function MoyPond(X,poidX :coordM ; deb,fin:Integer) : Double;//moyenne pondérée
// X  est un tableau de nombres,   poidX les poids respectifs de ces nombres.
//deb,fin permet de calculer cette moyenne sur une partie continue de ces tableaux

Function Moyenne(X :coordM;deb,fin ,OP:integer) : Double;
//si  Op =1 => calcul d’une moyenne simple,  si  Op =2 => moyenne géométrique,   si  Op =3 => moyenne harmonique

Function EQM(Ecart:coordM;deb,fin:Integer) : Double;
// revoie l'ereur moyenne quadratique des ecarts. utilise dans les processus de lissage

Function AirePolygon(xM,yM:coordM;N:integer) : Double;//calcul la valeur absolue de  l'aire d'un polygone

Function Nettoie(ligne : String) : String;//calibre Ligne  en vue d’extraire les  X  Y d’une polyligne , voire  Z  ou les valeurs d’une matrice.

Procedure Angle2v(xM,yM:coordM;N:integer);//construit le tableau a2v de taille N-2 des angles entre 2 vecteurs

Procedure DetInflex(xm,ym:coordM;N,aff:integer) ;//détecte les points d’inflexions et de discontinuités par rapport à   a2v

Procedure Solve2(a,b,c:Double) ;// resoud une equation du 2eme degre et renseigne NBsol Sol1 Sol2

Procedure Solve3(a,b,c,d:Double);// résoud une equation du 3eme degré renseigne NBsol Sol1 Sol2 Sol3

Function t_unique(Tk:double) : Double;//ompare tk avec sol1,sol2,sol3      (tk est un paramètre t estimé)

Procedure Inter2d(xa,ya,tga,xb,yb,tgb:Double);//intersection de 2 droites par la méthode de Delambre

Function Alphadef(x1,y1,x2,y2,x3,y3:Double) : Double;// renvoie l'angle de  la tangente	au cercle passant par 3 pts au point x1 y1

Procedure newBase(xM,yM:coordM;N:integer;alpha,Xom,Yom,dx,dy,echelle:double);// changement de base des coordonnées xM,yM

Procedure NewBReci(xNB,yNB:coordM;N:integer;alpha,Xom,Yom,dx,dy,echelle:double);// réciproque du changement de base résultat dans xNBr yNBr

Procedure CercleUnite;// définis un cercle unité par 4 B3  c1,c2,c3,c4 (sens trigonométrique)

Procedure CercleB3 (Xc,Yc,Rad,echX,echY,rotation:double);//construit un cercle ou un ellipse par 4  B3 

Function AOC(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double):double;//calcule l'angle au centre vrai du triplé (il peut etre >180°(pi) et négatif !!!)

Procedure Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3:double);//simule un arc de cercle passant par le triplet, l’ AOC peut être <= 91° la courbe  B3arc90  est générée

Procedure Arc2B3 (xx1,yy1,xx2,yy2,xx3,yy3:double);//définis un arc de cercle par rapport a un triplet;

Function ARClong(x1,y1,x2,y2,x3,y3:Double) : Double;// renvoie la longueur d'un arc de cercle passant par 3 points

Procedure Arcinfo(x1,y1,x2,y2,x3,y3:Double);//calcule divers éléments d'arc de crecle passant par 3 points

Procedure B3coord(b3def:pointbezier;t:Double);//oordonnées  xB3,yB3 de la B3  relatif à un  point M de paramètre  t

Procedure B3write (b3def:pointbezier;affichage:integer) ;//Calcule les angles (en degré) α0 ,α0 dans A0,A3 et yφ0 ,φ3 dans D0,D3

Procedure B3type(b3def:pointbezier;aff:integer);// déterrmine le type de la  B3  dans  Typ

Function B3Long(b3def:pointbezier) : Double;//longueur (abscisse curviligne) d’une B3 sur  [0 1]

Function B3rdc (B3def:pointbezier;t:Double) : Double;//rayon de courbure d'une B3 en un point de parametre t

Procedure ClothoB3 (angleDep,xdep,ydep,xfin,yfin,Xcercle,Ycercle:Double;sens:Integer);
//simule un arc de clothoïde par une B3, la courbe  B3clo est générée.

Function ClothoAmoyen(b3def:pointbezier) : Double;// renvoie le parametre A moyen d'une clothoide simulée par une B3

Procedure B3fusion(B1,B2:pointbezier;option: integer);//fusionne 2 B3 ~ liées   dans  B3fus 

Procedure B3subdivise (b3def:pointbezier;tsub:Double);// subdivse un B3 en deux parties en 1 point de parametre "Tsub". resultat = B3a B3b

Procedure B3prolonge (b3def:pointbezier;t:Double);//prolonge une B3 en un point de parametre t <0 ou >1 , resultat = B3pro

Procedure B3ProSubAB (b3ini:pointbezier;tA,tB:Double);//extrait une partie de la B3,  sens = tA vers tB =>  B3prosub

Function B3aireSimple(b3def:pointbezier) : Double;//aire simple d’une B3 sur  [0 1]

Function B3aireAB (b3def:pointbezier;tA,tB:Double) : Double;//aire simple sur l'intervalle [ tA tB ]

Procedure B3Aire(b3def:pointbezier;aff:integer);//aires  prenant en compte les points stationnaires ou de croisements sur  ]0 1[ 

Function DistoB3(B3def:pointBezier;xm,ym,testim:double) : Double; //distance minimum d’un point M à une B3

Procedure Lissage(xM,yM:coordM;N:Integer;a0,a3:Double); // lisse, ajuste les points M par la B3  :  B3fitt
// Méthode BELHARRA (crée par alexandre christophe GLON le 19-09-2019 )

Procedure Masterliss(Xm,Ym:coordM;deb,fin:integer;Alpha0,Alpha3:double);//Lisse les points M  et génere   B3liss

Procedure MasterLissFREE(xm,ym:coordM;deb,fin:Integer);//Lisse les points M par    B3free  par une  méthode plus lente.
 
Procedure RegCirc(Mx,My:coordM;N:Integer);//Lisse la polyligne par une Régression Circulaire ( méthode des moindres carrés)

Procedure RegPoly(xx,yy:coordM; deb,fin,DEG,OP:Integer); // Lisse par Régression Polynômiale   (méthode des moindres carrés)

Procedure ParamB3 (coefpoly : mat1;Xdeb,Xfin: double );//Paramètrise une fonction de degré 3 sur l’intervalle   [Xdeb Xfin]

Procedure Interpolation (Xm,Ym : coordM;N:integer );
//interpolation de points par la méthode de Vandermonde. Le résultat est généré dans  coef et  coef_1


{*******************************************************************************}

Procedure MatPass;//active les matrices de passages  B3pass , B2pass et B1pass

Function DetMat(A:mat; N:Integer) : Double;//renvoie le déterminant d'une matrice carrée A sa taile est NхN

Procedure MATMUL(A,B :MAT; N: Integer);// multiplication de 2 matrices carrées,  résultat dans Matprod

Procedure MatmulAB(A:MAT;L1,C1:Integer; B:MAT;L2,C2: Integer);
// produit de 2 matrices de taille différente  IMPORTANT   L2 doit etre égal à  C1

Procedure MATsomme(A:MAT; B:MAT; N,K: Integer);//resultat = Matsom

Procedure Transpose(A:MAT; L1,C1: Integer);//resultat = transmat

Procedure InvMat(AA,BB:MAT; N,M:integer);//résoud un système linéaire de matrices : AX = B  par la méthode de Gauss-Jordan
//NxN est la taille de la matrice AA,   celle de BB peut être  NxM    si M=1 => résolution d’un système linéaire «simple» .
//Si  M≠0 la procédure calcule le résultat X dans MatX  et le déterminant de AA dans  DET
//Si  M=0 l’inverse de la matrice AA est calculé  dans MatInv ainsi que  DET de AA .  Lancer la procédure comme ceci : InvMat(AA,AA,N,0)

Procedure Affmat(A: mat; L1,C1: Integer);//Affiche la matrice A de taille L1, C1,  sur la console DOS

{*******************************************************************************}

Procedure TraceB3(B3:pointBezier;aff:integer);
// Trace une B3   si Aff= 1 trace les vecteurs P0P1 et P3P2 sur la console graphique 

Procedure TraceB3M(B3:pointBezier;Mx,My:coordM;N,aff:integer);
// Trace la B3 et les point M  sans les vecteurs P0P1 P3P2

Procedure Trace_4b3(Ba,Bb,Bc,Bd:pointbezier;aff:integer);
// Trace 4 courbes  sans les vecteurs P0P1 P3P2

Procedure Trace_4B3M(Ba,Bb,Bc,Bd:pointBezier;Mx,My:coordM;N,aff:integer);
// Trace 4 courbes et les points M

Procedure TraceB(B3bis:B3trace;DXgr,DYgr,aff:longint);
// Nécessaire à Trace_4B3 et Trace_4B3M

Procedure TraceB3etCercle(B3:pointbezier;Xc,Yc,radius:double; sens,aff:integer);

Procedure TraceRegCirc(Xc,Yc,Radius:double;Mx,My:coordm;N:Integer);


Implementation


Function Fact(N:integer) : longint;
Begin
	If (N = 0) 
	Then	fact := 1
	Else fact := N * fact(N - 1);
End;

Function Tan(alpha:Double): Double;
Begin
  tan := Sin(alpha)/(Cos(alpha-c0));
End;

Function Atan1(x1,y1,x2,y2:Double) : Double;
Var 
	dx,dy : Double;
Begin
	dx := x2-x1;	dy := y2-y1;
	If dx=0 Then	dx := c0;
	Atan1 := arctan(dy/dx);
End;


Function Atan2(x1,y1,x2,y2:Double) : Double;
Var 
	dx,dy : Double;
Begin
	dx := x2-x1;	dy := y2-y1;
	If dx=0 Then	dx := c0;
	If dy=0 Then	Begin	aTan2 := c0;	exit; 	End;
	If (dx>0) And (dy>0) Then // premier cadran
		atan2 := arctan(dy/dx);
	If (dx<0) And (dy>0) Then // 2eme cadran
		atan2 := (arctan(dy/dx))+cPi;
	If (dx<0) And (dy<0) Then // 3eme cadran
		atan2 := (arctan(dy/dx))-cPi;
	If (dx>0) And (dy<0) Then // 4eme cadran
		aTan2 := (arctan(dy/dx));
End;

Function Atan4(x1,y1,x2,y2:Double) : Double;
Var
	dx,dy : Double;
Begin
  dx := x2-x1;	dy := y2-y1;
  If dx=0 Then dx := c0;
  if dy=0 then begin aTan4:=c0;exit;end;
  If (dx>0) And (dy>0) Then // premier cadran
	atan4 := arctan(dy/dx);
  If (dx<0) And (dy>0) Then // 2eme cadran
	atan4 := (arctan(dy/dx))+cPi;
  If (dx<0) And (dy<0) Then // 3eme cadran
	atan4 := (arctan(dy/dx))+cPi;
  If (dx>0) And (dy<0) Then // 4eme cadran
	aTan4 := (arctan(dy/dx))+2*cPi;
End;

Function Norme(x1,y1,x2,y2: Double) : Double;
Begin
	norme := Sqrt(Sqr(x2-x1)+Sqr(y2-y1));
End;

Function CubeRoot(num: Double): Double;
Var
	tmp, x: Double;
	positive: Boolean;
Begin
  positive := num > 0;
  num := Abs(num); // num must be positive }
  //ln ('x ' ,num);
  x := (1/3) * Ln(num+c0); // x is the Ln of the cube root of num
  tmp := Exp(x); // taking the anti-Ln of x
  If positive
  Then CubeRoot := tmp
  Else CubeRoot := -tmp; // negative root if num was negative
End;

Function Sgn(x:Double) : Integer;
Var	signe: Integer;
Begin
	If x >=0 Then	signe := 1	Else signe := -1;
	sgn := signe;
End;

Function PolyEval(x:double;coef3:mat1;deg:integer) : double;
Var 
	K : integer;
	res : double;
Begin
	res := 0;
	For k := 1 To deg+1 Do	res := res+Power(x,(k-1))*coef3[k];
	polyeval := res;
End;

Function MoyPond(X,poidX :coordM;deb,fin:integer) : Double;
Var 
	resF,sommepoid,
	sommepointXpoid : Double;
	m : Integer;
Begin
	sommepoid := 0;
	sommepointXpoid := 0;
	For m := deb To fin Do
	Begin
		sommepoid := sommepoid+poidX[m];
		sommepointXpoid := sommepointXpoid+X[m]*poidX[m];
	End;
	resF := sommepointXpoid/sommepoid;
	moyPond := resF;
End;

Function Moyenne(X:coordM; deb,fin,OP : integer) : Double;
Var 
	resM,somme,inverse,produit,Carre : double;
	K,N,S : integer;
Begin
	N := fin-deb+1;
	If (OP<1) Or (OP>3) Then
	Begin
		writeln('le type de la moyenne ne peut etre que 1 ou 2 ou 3 ou 4 => procedure avortee exit');
		exit;
	End;
	somme := 0;
	produit := 1;
	inverse := 0;
	resM:=0;
	carre:=0;

	If OP=1 Then//moyenne simple
	Begin
		For k := deb To Fin Do	somme := somme+X[k];
		resM := somme/(N);
		moyenne := resM;
		exit;
	End;

	If OP=2 Then// moyenne Geometrique
	Begin
		For k := deb To fin Do	produit := produit * abs(X[k]);
		s:=sgn(produit);
		resM := power((produit),(1/n));
		moyenne := resM;
		exit;
	End;

	If OP=3 Then// moyenne harmonique 
	Begin
		For k := deb To fin Do	inverse := inverse + 1/abs(X[k]);
		resM := n/inverse;
		moyenne := resM;
		exit;
	End;

	If OP=4 Then// moyenne quadratique 
	Begin
		For k := deb To fin Do	carre := carre + (X[k])*(X[k]);
		resM := inverse/n;
		moyenne := power( (carre/n),(0.5) );
		exit;
	End;		
End;

Function EQM(ecart:coordM;deb,fin:integer) : Double;
//Ecart Quadratique Moyen ou MSE 
Var 
	k,N : Integer;
	resM,ecart2 : Double;
Begin
	ecart2 := 0;
	N:=fin-deb+1;
	For k:= deb To fin Do	ecart2 := ecart2+Power(ecart[k],2);
	resM := ecart2/N;
	EQM := resM;

End;

Function AirePolygon(xM,yM:coordM;N:integer) : Double;
Var 
	S : double;
	k : integer;
Begin
	S := xM[1] * (yM[N]-yM[1+1]) + xM[N] * ( yM[N-1]-yM[1]);
	For k:= (1+1) To (N-1) Do S:= S + xM[k] * ( yM[k-1]-yM[k+1] );
	airepolygon := ABS(s/2);
End;

Function Nettoie(ligne : String) : String;
Var 
	A : Char ;
	N,T,L,i,k : Integer;
	E33,test,AA : string;
Begin
	L:=0;i:=0;
	L := Length(ligne);
	If L = 0 Then	begin ligne:='%'; nettoie:=ligne; Exit; end;
		
	// Remplacer les espaces et les tabulations par '!'
	N:=pos(' ',ligne);	T:=pos(char(9),ligne);
	while ( (N <> 0) or (T <> 0) ) DO
	begin
		if N<>0 then ligne[N] :=char(33);
		If T<>0 then ligne[T] :=char(33);
		N:=pos(' ',ligne);T:=pos(char(9),ligne);
	end;
		
	// controler si il n'y a que des '!'
	for k:= 1 to L do if ligne[k] = '!' then inc(i);
	if i = L then begin ligne:='%'; nettoie:=ligne; Exit; end;
		
	
	A:=ligne[1];
	while (A = '!') DO// Retirer les '!' de début  de ligne
	begin
		delete(ligne,1,1);
		A:=ligne[1]; 	
	end;
	
	L := Length(ligne);
	A:=ligne[L];
	while ( A = '!') do// Retirer les '!' de fin de ligne
	begin
		delete(ligne,L,1);
		L := Length(ligne);
		A:=ligne[L]; 	
	end;
	
	N:=pos(',',ligne);// Remplacer les ',' par des '.'
	while (N <> 0) DO
	begin
		ligne[N] := '.';
		N:=pos(',',ligne);
	end;
	
	// remplacer un '!'  par un ' '  et eliminer les  !  superflus 
	N:=pos(char(33),ligne);
	E33:=' '+char(33) ;
	while (N <> 0) DO
	begin
		ligne[N]:=' ';
		T:=N+1;
		AA:=copy(ligne,T,1);
		test:=(' '+ AA);
		while (test = E33) do
		begin
			delete(ligne,T,1);
			AA:=copy(ligne,T,1);
			test:=(' '+ AA);
		end;
		N:=pos(char(33),ligne);
	end;
	nettoie := ligne;
End;

Procedure Angle2v(xM,yM:coordM;N:integer);
Var 
	k : integer;
	test : double;
	Aor : coordM;
Begin
	For k := 2 To N Do
	Begin
		Aor[k-1] := atan4( Xm[k-1] , Ym[k-1] , Xm[k] , Ym[k] );
	End;
	For k := 2 To N-1 Do
	Begin
		test := aor[k]- aor[k-1];
		If (aor[k]< cPi/2) And (aor[k-1]>3/2*cPi) Then test := aor[k] - aor[k-1]+2*cPi ;
		If (aor[k]> 3*cPi/2) And (aor[k-1]<cPi)	  Then test := aor[k] - aor[k-1]-2*cPi ;
		A2v[k-1] := test;
	End;
End;

Procedure DetInflex(xm,ym:coordM;N,aff:integer) ;
Var	
	k,Dis,Inf,preci : Integer;
Begin
	NbInf := 0 ; NbDis := 0 ;
	dis := 0 ;   inf := 0;
	if aff>0 then preci:=aff ;
	 
	For k:=1 To N Do
	begin
		INFat[k] := 0;
		DISat[k] := 0;
	end;	
	if N < 3 then
	begin 
		Writeln('Le nombre de points doit etre >=3');
		exit;
	end;
		
	angle2v(xm,ym,N);
	For k := 1 To (n-3) Do 
	Begin
		If (a2v[k] > cPi/2) Or (a2v[k] < -cPi/2) // IMPORTANT :vous pouvez changer l'angle de test 'Pi/2') IMPORTANT	  
		Then
		Begin
			inc(Dis);
			inc(NbDis);
			if aff>0 then Writeln ('DISCONTINUITE au point ',k+2,'  X ',xm[k+2]:0:preci,'	 ','Y ',ym[k+2]:0:preci);
			DISat[dis] := k+2;
		End;

		If sgn(a2v[k+1])<>sgn(a2v[k]) 
		Then
		Begin
			Inc(Inf);
			inc (NbInf);
			if aff>0 then Writeln ('inflexion sur le point ',k+2,'  X ',xm[k+2]:0:preci,'	 ','Y ',Ym[k+2]:0:preci);
			INFat[inf] := k+2;
		End;
	End;
End;

Procedure Solve2(a,b,c:Double) ;
Var delta : Double;
Begin
	delta := b*b-4*a*c;
	If (delta >0) And (A<>0) Then // 2 solutions;
	Begin
		Nbsol := 2;
		sol1 := (-b+Sqrt(delta))/(2*a);
		sol2 := (-b-Sqrt(delta))/(2*a);
	End;
		
	If (delta >0) And (A=0) Then // 1 solution;
	Begin
		Nbsol := 1;
		sol1 := (-C)/(B+c0);
	End;
		
	If (delta = 0) And (a<>0) Then // 1 solution
	Begin
		Nbsol := 1;
		sol1 := -b/(2*a+c0);
	End;
		
	If (a=0) And (b=0) Then  // 1 solution
	Begin
		nbsol := 1 ;
		sol1 := -c;
	End;
	If delta < 0 Then Nbsol := 0;
End;

Procedure Solve3(a,b,c,d:Double);
Var
	p,q,m,BB,CC,DD,delta: Double ;
Begin
	sol1 := 100;	sol2 := 100;	sol3 := 100;
	If (a=0) And (b=0) Then // 1 solution
	Begin
		nbsol := 1;
		Sol1 := -d/(c+c0);
		Exit;
	End;
	
	If a =0 Then // 2 ou 1 ou 0  solutions
	Begin
		solve2(b,c,d);
		Exit;
	End;
		BB := b/(a+c0);
		CC := c/(a+c0);
		DD := d/(a+c0);
		p := CC-((BB*BB)/3);
		q := (2*BB*BB*BB)/27+DD-(BB*CC/3);
		delta := q*q+(4*p*p*p)/27;
	
	If (bb+cc+dd=0) And (a<>0) Then // zero est la seule solution
	Begin
		nbsol := 1;
		sol1 := 0;
		Exit;
	End;
	
	If delta >0 Then // 1	 solution
	Begin
		nbsol := 1;
		sol1 := cuberoot( (-q+Sqrt(delta))/2) +cuberoot((-q-Sqrt(delta))/2)-bb/3;
		Exit;
	End;
	
	If delta =0 Then // 2	 solutions
	Begin
		nbsol := 2;
		sol1 := 3*q/(p+c0)-BB/3;
		sol2 := -3*q/(2*p+c0)-BB/3;
		Exit;
	End;
	
	If delta <0 Then // 3 solutions
	Begin
		nbsol := 3;
		if abs(p)=0 then p:=c0;
		M := arccos (3*q/(2*p)*Sqrt(-3/p) );
		sol1 := 2*Sqrt(-p/3)*Cos( M /3)-bb/3;
		sol2 := 2*Sqrt(-p/3)*Cos( (M+2*cPi)/3)-bb/3;
		sol3 := 2*Sqrt(-p/3)*Cos( (M+4*cPi)/3)-bb/3;
		Exit;
	End;
End;

Function t_unique(Tk:double) : Double;
Var
	s1,s2,s3 : double;
Begin
	s1 := 10000; s2 := 10000; s3 := 10000;

	If nbSOL =1 Then
	Begin
		If ( (SOL1>0) And (SOL1<1) ) Then	t_unique := SOL1	Else t_unique := Tk;
		exit;	
	End;

	If nbSOL =2 Then
	Begin
		If ( (SOL1>=0) And (SOL1<=1) ) Then	s1 := SOL1	Else s1 := 10000;
		If ( (SOL2>=0) And (SOL2<=1) ) Then	s2 := SOL2	Else s2 := 10000;
		If (s1+s2=20000) Then	Begin	t_unique := Tk;	exit;	End;
		If ( ((s1-(Tk))) < ((s2-(Tk))) ) Then	t_unique := s1 else t_unique := s2;
		exit;
	End;

	If nbSOL =3 Then
	Begin
		If (SOL1>=0) And (SOL1<=1)	Then	s1 := (SOL1)	Else s1 := 10000;
		If (SOL2>=0) And (SOL2<=1)	Then	s2 := (SOL2)	Else s2 := 10000;
		If (SOL3>=0) And (SOL3<=1)	Then	s3 := (SOL3)	Else s3 := 10000;
	
		If (s1+s2+s3=30000) Then	Begin	t_unique := Tk;	exit;	End;
		if (s1<>10000) And (s2+s3=20000) Then begin t_unique:=s1;exit;end;
		if (s2<>10000) And (s1+s3=20000) Then begin t_unique:=s2;exit;end;
		if (s3<>10000) And (s1+s2=20000) Then begin t_unique:=s3;exit;end;
						
		If (((s1<>10000) And (s2<>10000)) And (s3=10000)) Then
		Begin
			If ( ((s1-(Tk))) < ((s2-(Tk))) ) Then	 t_unique := s1 else t_unique:=s2;
		End;

		If (((s1<>10000) And (s2=10000)) And (s3<>10000)) Then
		Begin
			If ( ((s1-(Tk))) < ((s3-(Tk))) ) Then	 t_unique := s1 else t_unique:=s3;
		End;

		If (((s1=10000) And (s2<>10000)) And (s3<>10000)) Then
		Begin
			If ( ((s2-(Tk))) < ((s3-(Tk))) ) Then	 t_unique := s2 else t_unique:=s3;
		End;
			
		If (((s1<>10000) And (s2<>10000)) And (s3<>10000)) Then
		Begin
			If ( ((s1-(Tk))) < ((s2-(Tk))) ) Then s1:=s1 else s1:=s2;
			If ( ((s1-(Tk))) < ((s3-(Tk))) ) Then t_unique:=s1 else t_unique:=s3;
		End;
				
	End;
End;

Procedure Inter2d(xa,ya,tga,xb,yb,tgb:Double);
Begin
	If (tga=tgb) Then
	Begin
		xint := (xa+xb)/2;
		yint := infinity+1;
	End
	Else
	Begin
		Xint := xa+((yA-yB)-(xA-xB)*tgB) / (tgb-tga) ;
		Yint := ya+(Xint-xa)*tga;
	End;
End;

Function Alphadef(x1,y1,x2,y2,x3,y3:Double) : Double;
Var
	angle1,tgt1,tgt3,Xc,Yc,xT,yT : Double ;
Begin
	AOC(x1,y1,x2,y2,x3,y3);
	xc := xint;	yc := yint;
	If yc=y1 Then	tgt1 := 1/c0	Else tgt1 := -1/((yc-y1)/(xc-x1+c0));
	If yc=y3 Then	tgt3 := 1/c0	Else tgt3 := -1/((yc-y3)/(xc-x3+c0));
	inter2d(x1,y1,tgt1,x3,y3,tgt3);
	XT := Xint;	YT := Yint;
	angle1 := atan4(x1,y1,xT,yT);
	alphadef := angle1;
End;

Procedure NewBase(xM,yM:coordM;N:integer;alpha,Xom,Yom,dx,dy,echelle:double) ;
Var
	k : integer;
Begin
	For k := 1 To N Do
	Begin
		xNB[k] := (cos(alpha)*(xM[k] - xom) - sin(alpha)*(yM[k] - yom) + xom + dx)*echelle;
		yNB[k] := (sin(alpha)*(xM[k] - xom) + cos(alpha)*(yM[k] - yom) + yom + dy)*echelle;
	End;
End;

Procedure NewBReci(xNB,yNB:coordM;N:integer;alpha,Xom,Yom,dx,dy,echelle:double) ;
Var 
	k : integer;
Begin
	For k := 1 To N Do
	Begin
		xNBr[k] := (cos(alpha)*(xNB[k]-xom-dx) + sin(alpha)*(yNB[k]-yom-dy) + xom)/echelle;
		yNBr[k] := (-sin(alpha)*(xNB[k]-xom-dx) + cos(alpha)*(yNB[k]-yom-dy) + yom)/echelle;
	End;
End;


Procedure CercleUnite;// sens trigo
// avec P0P1 et P3P2 = Phi = 0.552284749831575
Begin
	C1[0,1] := 1;	C1[0,2] :=0;	C1[1,1] := 1  ;	C1[1,2] := Phi;
	C1[2,1] := Phi;	C1[2,2] :=1;	C1[3,1] := 0;	C1[3,2] := 1;
	
	C2[0,1] := 0;	C2[0,2] :=1;	C2[1,1] := -Phi;C2[1,2] := 1;
	C2[2,1] := -1;	C2[2,2] :=Phi;	C2[3,1] := -1;	C2[3,2] := 0;
	
	C3[0,1] := -1;	C3[0,2] :=0;	C3[1,1] := -1;	C3[1,2] := -Phi;
	C3[2,1] := -Phi;C3[2,2] :=-1;	C3[3,1] := 0;	C3[3,2] := -1;
	
	C4[0,1] := 0;	C4[0,2] :=-1;	C4[1,1] := Phi;	C4[1,2] := -1;
	C4[2,1] := 1;	C4[2,2] :=-Phi;	C4[3,1] := 1;	C4[3,2] := 0;

End;

Procedure CercleB3 (Xc,Yc,Rad,echX,echY,rotation:double);
Var 
	Dx,Dy : double;
	k : integer;
Begin
	echX := rad*echX ;
	echY := rad*echY ;
	Dx := Xc ;
	Dy := Yc;

	cercleUnite;

	C1[0,1] := C1[0,1]*echX+Dx;	C1[0,2] := C1[0,2]*Echy+Dy;
	C1[1,1] := C1[1,1]*echX+Dx;	C1[1,2] := C1[1,2]*Echy+Dy;
	C1[2,1] := C1[2,1]*echX+Dx;	C1[2,2] := C1[2,2]*Echy+Dy;
	C1[3,1] := C1[3,1]*echX+Dx;	C1[3,2] := C1[3,2]*Echy+Dy;

	C2[0,1] := C2[0,1]*echX+Dx;	C2[0,2] := C2[0,2]*Echy+Dy;
	C2[1,1] := C2[1,1]*echX+Dx;	C2[1,2] := C2[1,2]*Echy+Dy;
	C2[2,1] := C2[2,1]*echX+Dx;	C2[2,2] := C2[2,2]*Echy+Dy;
	C2[3,1] := C2[3,1]*echX+Dx;	C2[3,2] := C2[3,2]*Echy+Dy;

	C3[0,1] := C3[0,1]*echX+Dx;	C3[0,2] := C3[0,2]*Echy+Dy;
	C3[1,1] := C3[1,1]*echX+Dx;	C3[1,2] := C3[1,2]*Echy+Dy;
	C3[2,1] := C3[2,1]*echX+Dx;	C3[2,2] := C3[2,2]*Echy+Dy;
	C3[3,1] := C3[3,1]*echX+Dx;	C3[3,2] := C3[3,2]*Echy+Dy;

	C4[0,1] := C4[0,1]*echX+Dx;	C4[0,2] := C4[0,2]*Echy+Dy;
	C4[1,1] := C4[1,1]*echX+Dx;	C4[1,2] := C4[1,2]*Echy+Dy;
	C4[2,1] := C4[2,1]*echX+Dx;	C4[2,2] := C4[2,2]*Echy+Dy;
	C4[3,1] := C4[3,1]*echX+Dx;	C4[3,2] := C4[3,2]*Echy+Dy;

	For k := 0 To 3 Do
	Begin
		CC1[k,1] := cos(rotation)*(C1[k,1]-xC) - sin(rotation)*(C1[k,2]-yC)+xC;
		CC1[k,2] := sin(rotation)*(C1[k,1]-xC) + cos(rotation)*(C1[k,2]-yC)+yC;
		CC2[k,1] := cos(rotation)*(C2[k,1]-xC) - sin(rotation)*(C2[k,2]-yC)+xC;
		CC2[k,2] := sin(rotation)*(C2[k,1]-xC) + cos(rotation)*(C2[k,2]-yC)+yC;
		CC3[k,1] := cos(rotation)*(C3[k,1]-xC) - sin(rotation)*(C3[k,2]-yC)+xC;
		CC3[k,2] := sin(rotation)*(C3[k,1]-xC) + cos(rotation)*(C3[k,2]-yC)+yC;
		CC4[k,1] := cos(rotation)*(C4[k,1]-xC) - sin(rotation)*(C4[k,2]-yC)+xC;
		CC4[k,2] := sin(rotation)*(C4[k,1]-xC) + cos(rotation)*(C4[k,2]-yC)+yC;
	End;
End;

Function AOC(x1,y1,x2,y2,x3,y3:double) : double ;
Var 
	xx1,yy1,xx2,yy2,xx3,yy3 : double;
	xa,ya,xb,yb : double;
	xc,yc,xxc,yyc,alpha,Xom,Yom,dx,dy,a2vector : double;
	Aor1,Aor2,tgta,tgtb,res : double;
Begin
	xa := (x2-x1)/2 + x1;	ya := (y2-y1)/2 + y1;
	xb := (x3-x2)/2 + x2;	yb := (y3-y2)/2 + y2;
	
	If ((y1=y2) Or (y2=y3)) Then
	Begin
		If y1=y2 Then
		Begin
			tgtb := -1/(((y3-y2)/(x3-x2)));
			Xint := Xa;
			Yint := tgtb*(xa-xb)+yb;
			xC := xint;	yC := yint;
		End
		Else
		Begin
			tgta := -1/((y2-y1)/(x2-x1));
			Xint := Xb;
			yint := tgta*(xb-xa)+ya;
			xC := xint;	yC := yint;
		End;
	End
	Else
	Begin
		tgta := -1/(((y2-y1)/(x2-x1)));
		tgtb := -1/(((y3-y2)/(x3-x2)));
		inter2d(xa,ya,tgta,xb,yb,tgtb);
		Xc := Xint;	YC := Yint;
	End;
	rayon := norme(xc,yc,x1,y1);
	Xom := xC;	Yom := YC;
	dx := -Xc;	dy := -yc;
	alpha := -atan4(xC,yC,x1,y1);
	xxc :=(cos(alpha)*(xc - xom) - sin(alpha)*(yc - yom) + xom + dx);
	yyc :=(sin(alpha)*(xc - xom) + cos(alpha)*(yc - yom) + yom + dy);
	xx1 := cos(alpha)*(x1 - xom) - sin(alpha)*(y1 - yom) + xom + dx;
	yy1 :=( sin(alpha)*(x1 - xom) + cos(alpha)*(y1 - yom) + yom + dy);
	xx2 := cos(alpha)*(x2 - xom) - sin(alpha)*(y2 - yom) + xom + dx;
	yy2 := sin(alpha)*(x2 - xom) + cos(alpha)*(y2 - yom) + yom + dy;
	xx3 := cos(alpha)*(x3 - xom) - sin(alpha)*(y3 - yom) + xom + dx;
	yy3 := sin(alpha)*(x3 - xom) + cos(alpha)*(y3 - yom) + yom + dy;
	
	Aor1 := atan4(xx1,yy1,xx2,yy2)+2*cpi;
	Aor2 := atan4(xx2,yy2,xx3,yy3)+2*cpi;
	A2vector := Aor2-Aor1;
	If a2vector >0 Then	res := atan4(xxc,yyc,xx3,yy3)	Else res := atan4(xxc,yyc,xx3,yy3)-2*cpi;
	rayon := norme(xc,yc,x1,y1);
	//writeln('Aoc ',res/radian:3:3,' rayon ',rayon:5:3);
	AOC := res;
End;

Procedure Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3:double);
Var 
	Xm2bis,angleM2bis : double;
	tgta,tgtb  : double;
	Xc,Yc,radius,aoc91	 : double;
	xT,yT,aa0,aa3,phi2,AOC1	  : double;
Begin
	
	AOC1 := AOC(x1,y1,x2,y2,x3,y3)/radian;
	radius := rayon;
	xc := xint;	yc := yint;
	AOC91 := Aoc1;
	
	If abs(roundto(aoc91,10)) > 91 Then
	Begin
		writeln(' error Aoc ',AOC91:3:20);
		writeln('langleOcentre est >91 degre => procédure Arc0_90 avortee EXIT');
		exit;
	End;

	tgta := -(xC-x1)/(yC-y1+c0);
	tgtb := -(xC-x3)/(yC-y3+c0);
	inter2d(x1,y1,tgta,x3,y3,tgtb);
	xT := xint;	yT := yint;

	aa0 := atan4(x1,y1,xt,yt);
	aa3 := atan4(x3,y3,xt,yt);
	angleM2bis := atan4(xC,yC,xt,yt);
	Xm2bis := xC+radius*cos(angleM2bis);

	Phi2 := (xm2bis-0.5*(x1+x3)) / (0.375*(cos(aa0)+cos(aa3)));

	B3arc90[0,1] := x1				 ;	B3arc90[0,2] := y1 ;
	B3arc90[3,1] := x3				 ;	B3arc90[3,2] := y3 ;
	B3arc90[1,1] := x1+ phi2*cos(aa0);	B3arc90[1,2] := y1+ phi2*sin(aa0) ;
	B3arc90[2,1] := x3+ phi2*cos(aa3);	B3arc90[2,2] := y3+ phi2*sin(aa3) ;
End;

Procedure Arc2b3 (xx1,yy1,xx2,yy2,xx3,yy3:double);
Var 
	x1,y1,x2,y2,x3,y3  : double;
	a1,a2,a3,a4,a5	 : double;
	tgta,tgtb : double;
	Xc,Yc,radius,AOC1  : double;
	S, testA	: integer;
	AOCminimum	: double;
	//angle au centre minimun d'un arc
Begin
	AOCminimum := 20;	testcolin := 0;
{**************************** test de colinéarite **********************************}
	testA := 0;	tgta := 2;	tgtb := 3;
	
	If ( ((xx2-xx1=0) And (xx3-xx2=0)) Or ((yy2-yy1=0) And (yy3-yy2=0)) ) Then// aligné Oy ou Ox
	Begin	tgta := 1;	tgtb := 1;	End;
	
	If testA <>1 Then
	Begin
		If ( ((yy2-yy1)/(xx2-xx1))=((yy3-yy2)/(xx3-xx2)) ) Then
		Begin	tgta := 1; tgtb := 1;	End;
	End;
	
	If (tgta = tgtb)  Then
	Begin
		testColin := 1;
		writeln('les points sont colineaires => donc un cercle complet ou une droite');
		Xc := (xx3+xx1)/2;	Yc := (yy3+yy1)/2;
		radius := norme(xx1,yy1,xx3,yy3)/2;
		If ((xx1=xx2) And (xx2=xx3)) Then	Begin	xc := (xx1)/2;	yc := (yy1+yy3)/2;	End;
		If ((yy1=yy2) And (yy2=yy3)) Then	Begin	xc := (xx1+xx3)/2; yc := yy1;	End;
		writeln('Cercle => ',' xC= ',xc:5:3,'  yC= ',yc:5:3,'  Rayon= ',radius:5:3);
		writeln('Droite => ',' xA ',xx1:5:3,' yA ',yy1:5:3,'	 xB ',xx3:5:3,' yB ',yy3:5:3);
		testcolin := 1;
		writeln('Procedure avortee => EXIT');
		exit;
	End;
{***************************FIN test de colinéarité**********************************}

	AOC1 := AOC(xx1,yy1,xx2,yy2,xx3,yy3)/radian;
	radius := rayon;
	xc := xint;	yc := yint;
	S := sgn(AOC1);
	
	If abs(AOC1)<=91 Then// 1 cadran
	Begin
		NBarc:=1;
		Arc0_90 (xx1,yy1,xx2,yy2,xx3,yy3);
		arc1 := B3arc90;
		arc2 := arc1;
		arc3 := arc1;
		arc4 := arc1;
		exit;
	End;

	If ( (abs(AOC1)<=180) And (abs(AOC1)>90) ) Then	// 2 cadrans
	Begin
		NBarc:=2;
		If ( (abs(AOC1)-90) < AOCminimum)  And ((abs(AOC1) ) <> 180) Then	//pour eviter une b3 trop petite
		Begin//cas sur 180°  si AOC-90 < AOCminimum => 1ere et 2eme =  courbes de meme taille
			a1 := atan4(xc,yc,xx1,yy1)/radian;
			x1 := xx1;	y1 := yy1;
			a5 := atan4(xc,yc,xx3,yy3)/radian;
			a3 := (a1+a5)/2;
			a2 := (a1+a3)/2;
			a4 := (a3+a5)/2;

			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
			y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC1 := B3arc90;
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			x2 := xc + radius*cos(a4*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a4*radian);
			x3 := xx3 ;
			y3 := yy3;
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC2 := B3arc90;
			arc3 := arc1;
			arc4 := arc1;
		End
		Else
		Begin	//cas 180° 1ere courbe sur 90° et 2eme sur l'angle restant
			a1 := atan4(xc,yc,xx1,yy1)/radian;
			a3 := a1+s*(90);
			If a3<0 Then	a3 := a3 +360;
			a2 := (a1+a3)/2;
			x1 := xx1;
			y1 := yy1;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
			y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC1 := B3arc90;

			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a3 := atan4(xc,yc,xx3,yy3)/radian;
			a2 := (a1+a3)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xx3;
			y3 := yy3;
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC2 := B3arc90;
			arc3 := arc1;
			arc4 := arc1;
		End;
	End;

	If ( (abs(AOC1)<=270) And (abs(AOC1)>180) ) Then// 3 cadrans
	Begin
		NBarc:=3;
		a1 := atan4(xc,yc,xx1,yy1)/radian;
		a3 := a1+s*(90);
		If a3<0 Then	a3 := a3 +360;
		a2 := (a1+a3)/2;
		x1 := xx1;
		y1 := yy1;
		x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
		y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
		x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
		y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
		Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
		arC1 := B3arc90;	// 1ere courbe sur 90°
		
		If ( (abs(AOC1)-180) < AOCminimum)	And ((abs(AOC1)) <> 270)  Then//pour eviter une b3 trop petite
		Begin
			//=> 2eme et 3eme = courbes de meme taille
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a5 := atan4(xc,yc,xx3,yy3)/radian;
			a3 := (a1+a5)/2;
			a2 := (a1+a3)/2;
			a4 := (a3+a5)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
			y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC2 := B3arc90;
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			x2 := xc + radius*cos(a4*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a4*radian);
			x3 := xx3 ;
			y3 := yy3;
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC3 := B3arc90;
			arc4 := arc1;
		End
		Else
		Begin
			//cas 270° 2eme courbe sur 90° et 3eme sur l'angle restant
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a3 := a1+s*(90);
			If a3<0 Then	a3 := a3 +360;
			a2 := (a1+a3)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
			y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC2 := B3arc90;
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a3 := atan4(xc,yc,xx3,yy3)/radian;
			a2 := (a1+a3)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xx3;
			y3 := yy3;
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC3 := B3arc90;
			arc4 := arc1;
		End;
	End;
	If ( (abs(AOC1)<=360) And (abs(AOC1)>270) ) Then// 4 cadrans
	Begin
		NBarc:=4;
		a1 := atan4(xc,yc,xx1,yy1)/radian;
		a3 := a1+s*(90);
		If a3<0 Then	a3 := a3 +360;
		a2 := (a1+a3)/2;
		x1 := xx1;
		y1 := yy1;
		x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
		y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
		x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
		y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
		Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
		arC1 := B3arc90;
		//1eme courbe sur 90°
		a1 := a3;
		a3 := a1+s*(90);
		If a3<0 Then	a3 := a3 +360;
		a2 := (a1+a3)/2;
		x1 := x3;
		y1 := y3;
		x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
		y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
		x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
		y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
		Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
		arC2 := B3arc90;
		
		//2eme courbe sur 90°
		If ( (abs(AOC1)-270) < AOCminimum)	And ((abs(AOC1)) <> 360)  Then//pour eviter une b3 trop petite
		Begin
			//cas 360° < AOCminimum => 3eme et 4 eme = courbes de meme taille 
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a5 := atan4(xc,yc,xx3,yy3)/radian;
			a3 := (a1+a5)/2;
			a2 := (a1+a3)/2;
			a4 := (a3+a5)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
			y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC3 := B3arc90;

			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			x2 := xc + radius*cos(a4*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a4*radian);
			x3 := xx3 ;
			y3 := yy3;
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC4 := B3arc90;
		End
		Else
		Begin
			//cas 360°  3eme  courbe sur 90° et 4eme sur l'angle restant
			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a3 := a1+s*(90);
			If a3<0 Then	a3 := a3 +360;
			a2 := (a1+a3)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xc + radius*cos(a3*radian);
			y3 := yc + radius*sin(a3*radian);
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC3 := B3arc90;

			a1 := a3;
			x1 := x3;
			y1 := y3;
			a3 := atan4(xc,yc,xx3,yy3)/radian;
			a2 := (a1+a3)/2;
			x2 := xc + radius*cos(a2*radian);
			y2 := yc + radius*sin(a2*radian);
			x3 := xx3;
			y3 := yy3;
			Arc0_90 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
			arC4 := B3arc90;
		End;
	End;
End;

Function ArcLong(x1,y1,x2,y2,x3,y3:Double) : Double;
Var 
	Xa,Ya,Xb,Yb,tgta,tgtb,Xc,Yc,Rayon,corde,AngleAuCentre : Double ;
Begin
	// calcul interméaire pour définir le centre de l'arc de )cercle passant par 3 pts
	xa := (x2-x1)/2 + x1;	ya := (y2-y1)/2 + y1;
	xb := (x3-x2)/2 + x2;	yb := (y3-y2)/2 + y2;
	If y1=y2 Then	tgta := 1/c0
	Else tgta := -1/((y2-y1)/(x2-x1+c0));
	If y3=y2 Then	tgtb := 1/c0
	Else tgtb := -1/((y3-y2)/(x3-x2+c0));
	inter2d(xa,ya,tgta,xb,yb,tgtb);
	Xc := Xint;
	YC := Yint;
	Rayon := norme(xc,yc,x1,y1) ;
	Corde := norme(x1,y1,x3,y3);
	AngleAuCentre := 2*arcsin( (corde/(2*rayon) ));
	arclong := rayon*angleAucentre;
End;

Procedure ArcInfo(x1,y1,x2,y2,x3,y3:Double);
// Important angle au centre doit etre:	 <= 180°
Var 
	Xa,Ya,Xb,Yb,tgta,tgtb,tgt1,tgt3 : double;
Begin
// calcul interméaire pour définir le centre de l'arc de cercle passant par 3 pts
	Xa := (x2-x1)/2 + x1;
	Ya := (y2-y1)/2 + y1;
	Xb := (x3-x2)/2 + x2;
	Yb := (y3-y2)/2 + y2;
	If y1=y2 Then	tgta := 1/c0	Else tgta := -1/((y2-y1)/(x2-x1+c0));
	If y3=y2 Then	tgtb := 1/c0	Else tgtb := -1/((y3-y2)/(x3-x2+c0));
	inter2d(Xa,Ya,tgta,xb,yb,tgtb);
	xC := Xint ; yC := Yint;
	If yC=y1 Then	tgt1 := 1/c0	Else tgt1 := -1/((yC-y1)/(xC-x1+c0));
	If yC=y3 Then	tgt3 := 1/c0	Else tgt3 := -1/((yC-y3)/(xC-x3+c0));

	inter2d(x1,y1,tgt1,x3,y3,tgt3);
	xI := Xint ;	yI := Yint ;
	// les variables ci-dessous sont déclarée en Globales
	Rayon := norme(xC,yC,x1,y1);
	corde := norme(x1,y1,x3,y3);
	fleche := norme(xC,yC,xI,yI);
	angleOcentre := 2*arcsin(corde/(2*rayon));
	AOCvrai := AOC(x1,y1,x2,y2,x3,y3);
	longArc := rayon*angleOcentre;
	airesecteur := rayon*rayon*angleOcentre/2;
	airesegment := airesecteur-rayon*rayon*Sin(angleOcentre)/2;
	airepointe := norme(x1,y1,xI,yI)*rayon-airesecteur;
End;


Procedure B3coord (b3def:pointbezier;t:Double);
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3 : Double;
Begin
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];
	xB3 := Power((1-t),3)*xP0 + 3*t*(1-t)*(1-t)*xP1 + 3*t*t*(1-t)*xP2 + t*t*t*xP3;
	yB3 := Power((1-t),3)*yP0 + 3*t*(1-t)*(1-t)*yP1 + 3*t*t*(1-t)*yP2 + t*t*t*yP3;
End;

Procedure B3write (b3def:pointBezier;affichage:integer) ;
var preci:integer;
Begin
	if affichage >0 then preci:=affichage;
	
	D0 := norme(b3def[0,1],b3def[0,2],b3def[1,1],b3def[1,2]);
	D3 := norme(b3def[2,1],b3def[2,2],b3def[3,1],b3def[3,2]);
	a0 := atan4(b3def[0,1],b3def[0,2],b3def[1,1],b3def[1,2])*180/cPi;
	a3 := atan4(b3def[3,1],b3def[3,2],b3def[2,1],b3def[2,2])*180/cPi;

	If affichage >0 Then
	Begin
		Writeln('xP0= ',b3def[0,1]:0:preci,' yP0= ',b3def[0,2]:0:preci,' angle P0P1= ',a0:3:preci,' norme P0P1= ',d0:3:preci);
		Writeln('xP1= ',b3def[1,1]:0:preci,' yP1= ',b3def[1,2]:0:preci);
		Writeln('xp2= ',b3def[2,1]:0:preci,' yP2= ',b3def[2,2]:0:preci);
		Writeln('xp3= ',b3def[3,1]:0:preci,' yP3= ',b3def[3,2]:0:preci,' angle P3P2= ',a3:3:preci,' norme P3P2= ',d3:3:preci);
		writeln;
	End;
End;

Procedure B3TYPe(b3def:pointbezier;aff:integer);
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,x1,x2,x3, y1,y2,y3 : Double;
	A,B,C, G, delta,ang0,ang3 : Double;
	preci:integer;
Begin
	if aff >0 then preci:=aff;
	Psta01:=0;sol1:=0;sol2:=0;
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];
	
	x3 := xP3-xP0 + 3*(xP1-xP2);
	x2 := 3*(xP0 + xP2 - 2*xP1);
	x1 := 3*(xP1-xP0);

	y3 := yP3-yP0 + 3*(yP1-yP2);
	y2 := 3*(yP0 + yP2 - 2*yP1);
	y1 := 3*(yP1-yP0);

	A := roundto((x2*y3-x3*y2),-7);
	B := roundto((x1*y3-x3*y1),-7) ;
	C := roundto((x1*y2-x2*y1)/3,-7) ;

// test de colinéarité
	b3write(b3def,0);
	If roundto(tan(a0*radian),-5) = roundto(tan(a3*radian),-5) 	Then
	Begin
		typ:=0;
		if aff>0 then writeln('la courbe est une droite paramétrique');
		exit;
	End;

	delta := B*B-4*A*C;
	Psta01:=0;
	
	// il arrive trés souvent que le calcul ne detecte pas une B3 type 1
	//car |t1| ou |t2| peuvent etre trés grand. Le test ci dessous corrige ce probleme
	If (delta>0) And (A<>0) Then
	Begin
		solve2(a,b,c) ;
		t1 := (sol1);
		t2 := (sol2);
		If ( (abs(t1)>1000) Or (abs(t2)>1000) ) Then	A := 0;
	End;

	solve2(a,b,c) ;
	t1 := (sol1);
	t2 := (sol2);
	if (t1>0) and (t1<1) then Psta01:=1;
	if (t2>0) and (t2<1) then Psta01:=psta01+1;
	
	If (A=0) And (B=0)	Then
	Begin
	typ := 5;
	if aff>0 then Writeln('courbe de type : ',typ,' la courbe est un arc parabole');writeln;
		Exit;
	End;

	If (delta>0) And (A=0) then//courbe avec 1 point d'inflexion	
	Begin
		typ := 1;
		If (roundto(t1,-10)=0) And (t1<=0) Then	t1 := 0;
		B3coord(b3def,t1);
		if aff>0 then 
		begin
			Writeln('courbe de type : ',typ,' avec 1 inflexion');
			Writeln('X t1 = ', Xb3:0:preci,' Y t1 = ',Yb3:0:preci, ' t1 = ',t1:0:(preci+3));
			writeln;
		end;
		exit;
	End;
	
	If (delta>0) And (A<>0) Then//courbe avec 2 points d'inflexions	   
	Begin
		typ := 2;
		if aff>0 then 
		begin
			B3coord(b3def,t1);
			Writeln('courbe de type : ',typ,' avec 2 inflexions');
			Writeln('X t1 = ', Xb3:0:preci,' Y t1 = ',Yb3:0:preci, ' t1 = ',t1:0:(preci+3));
			writeln;
			B3coord(b3def,t2);
			Writeln('X t2 = ', Xb3:0:preci,' Y t2 = ',Yb3:0:preci, ' t2 = ',t2:0:(preci+3));
			Writeln;
		end;
		exit;	
	End;

	If (delta=0)then //courbe avec 1 point de rebroussement	   
	Begin
		typ := 3;
		if ((t1>0) and (t1<1)) or ((t2>0) and (t2<1)) then Psta01:=1;
		if aff>0 then 
		begin
			B3coord(b3def,t1);
			Writeln('courbe de type : ',typ,' avec 1 rebroussement');
			Writeln('X t1 = ', Xb3:0:preci,' Y t1 = ',Yb3:0:preci, ' t1 = ',t1:0:(preci+3));
			writeln;
		end;
		exit;
	End;
		
	If (delta<0) Then //courbe avec 1 point de croisement (double point)	
	Begin
		typ := 4;
		G := (x1*y3-y1*x3)/(x2*y3-y2*x3);
		A := 1;
		B := G;
		C := G*G + (x1-x2*G)/(x3);
		solve2(A,B,C) ;
		t1 := sol1;
		t2 := sol2 ;
		if (t1>0) and (t1<1) then Psta01:=2;
		if aff>0 then 
		begin
			B3coord(b3def,t1);
			Writeln('X t1 = ', Xb3:0:preci,' Y t1 = ',Yb3:0:preci, ' t1 = ',t1:0:(preci+3));
			writeln;
			B3coord(b3def,t2);
			Writeln('X t2 = ', Xb3:0:preci,' Y t2 = ',Yb3:0:preci, ' t2 = ',t2:0:(preci+3));
			writeln;
		end;
		exit;
	End;
		
End;

Function B3Long(b3def:pointbezier) : Double;
Var 
	k : Integer;
	x1,y1,x2,y2,x3,y3,long : Double;
Begin
	k := 0 ; long := 0 ;
	While k <= 98 Do
	Begin
		B3coord(b3def,k/100) 	;	x1 := xB3;	y1 := yB3;
		B3coord(b3def,(k+1)/100);	x2 := xB3;	y2 := yB3;
		B3coord(b3def,(k+2)/100);	x3 := xB3;	y3 := yB3;
		long := long + ARClong(x1,y1,x2,y2,x3,y3);
		k := k+2;
	End;
	B3long := long;
End;

Procedure ClothoB3(angleDep,xDep,yDep,xFin,yFin,Xcercle,Ycercle:Double;sens:Integer);
Var 
	anglefin : Double;
	RayonCercle,xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,xxP0,yyP0,xxP1,yyP1,xxP2,yyP2,xxP3,yyP3,
	xMPrime,yMPrime : Double;
	TAU,RdcJ,long,Amoyen : Double;
Begin
	anglefin := arctan(-1/( (yCercle-yfin)/(xCercle-xfin+c0) ));
	RayonCercle := Sqrt( Power((xcercle-xfin),2)+Power((ycercle-yfin),2) );
	inter2d(xdep,ydep,tan(angledep),xfin,yfin,tan(anglefin));
	xxP0 := xdep ;	yyP0 := ydep ;
	xxP2 := Xint ;	yyP2 := Yint ;
	xxP3 := xFin ;	yyP3 := yFin;
	inter2d( xdep,ydep,tan(angleDep),xFin,yFin,-1/tan(angleDep+c0));
	xMprime := Xint;
	yMprime := Yint;
	xC:=xcercle;yC:=ycercle;

	xxP1 := (xMprime-xdep)*(1/3)+xdep ;
	yyP1 := (yMprime-ydep)*(1/3)+xdep;
	xP0 := xxP0;	yP0 := yyP0 ;
	xP1 := xxP1;	yP1 := yyP1;
	xP2 := xxP2;	yP2 := yyP2;
	xP3 := xxP3;	yP3 := yyP3;
	B3clo[0,1] := xP0;	B3clo[0,2] := yP0;
	B3clo[1,1] := xp1;	B3clo[1,2] := yP1;
	B3clo[2,1] := xP2;	B3clo[2,2] := yP2;
	B3clo[3,1] := xP3;	B3clo[3,2] := yP3;

	TAU := Abs( arctan ((tan(angledep)-tan(anglefin))/(1+tan(angledep)*tan(anglefin+c0)) )*180/cPi );
	RdcJ := B3rdc (B3clo,1);
	long := B3Long(B3clo);
	Amoyen := clothoAmoyen(B3clo);

	// si sens <> 1 cela veut dire que la clotho sort de la partie circulaire
	// donc P0=P3 , P1=P2 , P2=P1 , P3=P0
	If sens <> 1 
	Then
	Begin
		xP0 := xxP3;	yP0 := yyP3 ;
		xP1 := xxP2;	Yp1 := yyP2 ;
		xP2 := xxP1;	yP2 := yyP1 ;
		xP3 := xxP0;	yP3 := yyP0;
		B3clo[0,1] := xP0;	B3clo[0,2] := yP0;
		B3clo[1,1] := xp1;	B3clo[1,2] := yP1;
		B3clo[2,1] := xP2;	B3clo[2,2] := yP2;
		B3clo[3,1] := xP3;	B3clo[3,2] := yP3;
	End;
End;

Function ClothoAmoyen(b3def:pointbezier) : Double;
// renvoie le parametre A moyen d'une clothoide simulee par une B3
Var 
	k : Integer;
	x1,y1,x2,y2,x3,y3,long,Rcourb,Acumul : Double;
Begin
	k := 0;	long := 0 ;	Acumul := 0;
	While k < 9 Do
	Begin
		B3coord(b3def,k/10);	x1 := xB3;	y1 := yB3;
		B3coord(b3def,(k+1)/10);x2 := xB3;	y2 := yB3;
		B3coord(b3def,(k+2)/10);x3 := xB3;	y3 := yB3;
		long := long + ARClong(x1,y1,x2,y2,x3,y3);
		Rcourb := B3rdc(b3def,(k+2)/10 );
		Acumul := Acumul+Sqrt((long*Rcourb));
		k := k+2;
	End;
	clothoAmoyen := Acumul/5;
End;

Function B3rdc (b3def:pointbezier;t:Double) : Double;
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,x3,x2,x1,x0,y3,y2,y1,y0 : Double;
	Xprime,Yprime,Xsecond,Ysecond,Xm,Ym : Double;

Begin
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];

	x3 := xP3-xP0 + 3*(xP1-xP2);
	x2 := 3*(xP0 + xP2 - 2*xP1);
	X1 := 3*(xP1-xP0);
	x0 := xP0;
	y3 := yP3-yP0 + 3*(yP1-yP2);
	y2 := 3*(yP0 + yP2 - 2*yP1);
	y1 := 3*(yP1-yP0);
	y0 := yP0;

	Xprime := 3*X3*t*t+2*X2*t+X1 ;
	Yprime := 3*Y3*t*t+2*Y2*t+Y1;
	Xsecond := 6*X3*t + 2*X2 ;
	Ysecond := 6*Y3*t + 2*Y2;
	RDC := abs(Power(Sqrt((xprime*xprime+yprime*yprime)),3)/(xprime*ysecond-yprime*xsecond+c0));
	CCtest:=sgn((xprime*ysecond-yprime*xsecond));//si CCtest <0 la courbe est concave sinon elle est convexe (au point de t)
	xM := X3*t*t*t+X2*t*t+X1*t+X0 ;
	yM := Y3*t*t*t+Y2*t*t+Y1*t+Y0;
	xRC := xM+( (xprime*xprime+yprime*yprime)*(-yprime) ) / (xprime*ysecond-xsecond*yprime+c0);
	yRC := yM+( (xprime*xprime+yprime*yprime)*(xprime) ) / (xprime*ysecond-xsecond*yprime+c0);
		
	B3rdc :=RDC;
End;

Procedure B3fusion(B1,B2:pointbezier;option: integer);
Var 
	xP0B1,yP0B1,xP3B1,yP3B1,
	xP0B2,yP0B2,xP3B2,yP3B2 : double;
	D3a,D0b,testim,tG,tD : double;
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,xm,ym : Double;
	xp2G,yp2G,d3deG,d0deG : double;
	xp1D,yp1D,d3deD,d0deD : double;
	G1,G2,G3,G0,Dr3,Dr2,Dr1,Dr0:double;
	K,sens:integer;
Begin
	b3coord(b1,0);xP0B1:=xb3 ; yP0b1:=yB3;
	b3coord(b1,1);xP3B1:=xb3 ; yP3b1:=yB3;
	b3coord(b2,0);xP0B2:=xb3 ; yP0b2:=yB3;
	b3coord(b2,1);xP3B2:=xb3 ; yP3b2:=yB3;
	xM:=xp3b1; yM:=yp3b1;
	sens:=0;
	if ((xp3b1 = xp0b2) and (yp3b1 = yp0B2)) then sens:=1;
	if ((xp3b1 = xp3b2) and (yp3b1 = yp3B2)) then sens:=-1; 
	if sens = 0 then begin writeln('les courbes de sont pas liees=> Exit');exit;end;
	Ba:=B1;	Bb:=B2;

	if sens = -1 Then
	Begin
		for k:=4  downto 1 Do
		Begin
			Bb[4-k,1] := B2[k-1,1];
			Bb[4-k,2] := B2[k-1,2];
		end;	
	end;
	
	B3write(Ba,0);	D3a := D3;
	B3write(Bb,0);	D0b := D0;
	testim:= d3a/(d3a+d0b);
	
	xP0 := Ba[0,1];	yP0 := Ba[0,2];
	xp1 :=(Ba[1,1]-(Ba[0,1]*(1-testim)))/testim;
	yp1 :=(Ba[1,2]-(Ba[0,2]*(1-testim)))/testim;
	xp2 :=(Bb[2,1]-Bb[3,1]*testim)/(1-testim);
	yp2 :=(Bb[2,2]-Bb[3,2]*testim)/(1-testim);
	xP3 := Bb[3,1];	yP3 := Bb[3,2];
	A0:=atan4(xp0,yp0,xp1,yp1);
	A3:=atan4(xp3,yp3,xp2,yp2);
		 	
	if option<>1 Then
	Begin
		B3fus[0,1] := xp0;		B3fus[0,2] := yp0;
		B3fus[1,1] := XP1;		B3fus[1,2] := YP1;
		B3fus[2,1] := XP2;		B3fus[2,2] := YP2;
		B3fus[3,1] := xp3;		B3fus[3,2] := yp3;
	end;
	if option=1 Then
	Begin
		G3 := tan(a3)*(xP0 - 3*xP1+2*xP3)-(yP0 - 3*yP1+2*yP3 );
		G2 := 3*( tan(a3)*(-xP0 + 2*xP1-xP3)-(-yP0 + 2*yP1 -yP3 ));
		G1 := 3*( tan(a3)*(xP0-xP1)-(yP0-yP1) );
		G0 := tan(a3)*(xM-xP0)-(yM-yP0);
				
		solve3(g3,g2,g1,g0);
		tG := t_unique(testim);
		t:=tG;
		xP2G := ( xM -Power((1-t),3)*xP0 - 3*t*(1-t)*(1-t)*xP1 - t*t*t*xP3 ) / (3*t*t*(1-t) );
		yP2G := ( yM -Power((1-t),3)*yP0 - 3*t*(1-t)*(1-t)*yP1 - t*t*t*yP3 ) / (3*t*t*(1-t) );
		D3deG := norme(xp3,yp3,xP2G,yP2G);
		D0deG := norme(xp0,yp0,xP1,yP1);

		Dr3 := tan(a0)*(-xP3 - 2*xP0+3*xP2)-(-yP3 - 2*yP0 + 3*yP2 );
		Dr2 := 3*( tan(a0)*(xP0 - xP2)-(yP0 - yP2) );
		Dr1 := 0 ;
		Dr0 := tan(a0)*(xM-xP0)-(yM-yP0);
		
		solve3(dr3,dr2,dr1,dr0);
		
		tD := t_unique(testim);
		t:=tD;
		xP1D :=( xM -Power((1-t),3)*xP0 - 3*t*t*(1-t)*xP2 - t*t*t*xP3 ) / (3*t*(1-t)*(1-t) );
		yP1D :=( yM -Power((1-t),3)*yP0 - 3*t*t*(1-t)*yP2 - t*t*t*yP3 ) / (3*t*(1-t)*(1-t) );
		D0deD:= norme(xp0,yp0,xP1D,yP1D);
		D3deD:= norme(xp3,yp3,xP2,yP2);

		if (d3deG/d0deG) > (d3deD/d0deD) Then //choix de la solution la plus equilibrée
		begin
			B3fus[0,1] := xp0;			B3fus[0,2] := yp0;
			B3fus[1,1] := xP1;			B3fus[1,2] := yP1;
			B3fus[2,1] := xP2G;			B3fus[2,2] := yP2G;
			B3fus[3,1] := xp3;			B3fus[3,2] := yp3;
		end
		else
		begin
			B3fus[0,1] := xp0;			B3fus[0,2] := yp0;
			B3fus[1,1] := xP1D;			B3fus[1,2] := yP1D;
			B3fus[2,1] := xP2;			B3fus[2,2] := yP2;
			B3fus[3,1] := xp3;			B3fus[3,2] := yp3;
		end;
		
	end;
End;

Procedure B3subdivise(b3def:pointbezier;tsub:Double);
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,xm,ym : Double;
Begin
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];

	B3coord(b3def,tsub);
	xm := xB3;	ym := yB3;

	B3a[0,1] := xp0;
	B3a[0,2] := yp0;
	B3a[1,1] := tsub*(xp1-xp0)+xp0;
	B3a[1,2] := tsub*(yp1-yp0)+yp0;
	B3a[2,1] := tsub * ( tsub*(xp2-xp1)+xp1-(tsub*(xp1-xp0)+xp0) ) + tsub*(xp1-xp0)+xp0;
	B3a[2,2] := tsub * ( tsub*(yp2-yp1)+yp1-(tsub*(yp1-yp0)+yp0) ) + tsub*(yp1-yp0)+yp0;
	B3a[3,1] := xm;
	B3a[3,2] := ym;

	B3b[0,1] := xm;
	B3b[0,2] := ym;
	B3b[1,1] := (1-tsub) * ( tsub*(xp2-xp1)+xp1-(tsub*(xp3-xp2)+xp2) ) + tsub*(xp3-xp2)+xp2;
	B3b[1,2] := (1-tsub) * ( tsub*(yp2-yp1)+yp1-(tsub*(yp3-yp2)+yp2) ) + tsub*(yp3-yp2)+yp2;
	B3b[2,1] := tsub*(xp3-xp2)+xp2;
	B3b[2,2] := tsub*(yp3-yp2)+yp2;
	B3b[3,1] := xp3;
	B3b[3,2] := yp3;
End;

Procedure B3prolonge (b3def:pointbezier;t:Double);
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3 : Double;
	xc0,yc0,xc1,yc1,xc2,yc2,xc3,yc3 : Double;
Begin
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];
	
	If t>1 Then
	Begin
		B3coord(b3def,t);
		xc0 := xP0;
		yc0 := yp0;
		xc1 := t*(xp1-xp0)+xp0;
		yc1 := t*(yp1-yp0)+yp0;
		xc2 := (1-t)*xc1+t*(1-t)*xp1+t*t*xp2;
		yc2 := (1-t)*yc1+t*(1-t)*yp1+t*t*yp2;
		xc3 := XB3;
		yc3 := YB3;
	End;

	If t<1 Then
	Begin
		B3coord(b3def,t);
		xc0 := XB3;
		yc0 := YB3;
		xc3 := xp3;
		yc3 := yp3;
		xc2 := t*(xp3-xp2)+xp2 ;
		yc2 := t*(yp3-yp2)+yp2 ;
		xc1 := (1-t)*(1-t)*xp1+t*(1-t)*xp2+t*xc2 ;
		yc1 := (1-t)*(1-t)*yp1+t*(1-t)*yp2+t*yc2 ;
	End;
		
	B3pro[0,1] := xc0;	B3pro[0,2] := yc0;
	B3pro[1,1] := xc1;	B3pro[1,2] := yc1;
	B3pro[2,1] := xc2;	B3pro[2,2] := yc2;
	B3pro[3,1] := xc3;	B3pro[3,2] := yc3;
End;

Procedure B3ProSubAB (B3ini:pointbezier;tA,tB:Double);
Var 
	t1,t2,xt1,yt1,xt2,yt2,xt2b,yt2b	:	double;
	Xom,Yom,dx,dy,alpha				:	Double;
	B1,B2,B3AB						:	pointbezier;
	sens,k							:	integer;
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3	: 	Double;
	x3,x2,x1,x0,y3,y2,y1,y0			:	double;
	xa,ya,xb,yb,xc,yc				:	double;
		
Begin
	if tA<tB
	then	begin t1:=tA ; t2:= tB;sens:=1; end
	else	begin t1:=tB ; t2:= tA;sens:=-1; end;
			
	B3coord (B3ini,t1);	xt1:=xb3;yt1:=yb3;
	B3coord (B3ini,t2);	xt2:=xb3;yt2:=yb3;
		
	if (t1<0) or (t1>1)
	Then
	begin
		b3prolonge(b3ini,t1);
		B1:=B3pro;
	end
	else
	begin
		B3subdivise(b3ini,t1);
		B1:=b3B;
	end;
	alpha:=-atan1(xt1,yt1,xt2,yt2)+10*radian;
	xom:=xt1;yom:=yt1;
	dx:=-xom;dy:=-yom;

	For k:=0 To 3 Do// pour une bonne intersection
	Begin
		B3ab[k,1] := cos(alpha)*(B1[k,1] - xom) - sin(alpha)*(B1[k,2] - yom) + xom + dx;
		B3ab[k,2] := sin(alpha)*(B1[k,1] - xom) + cos(alpha)*(B1[k,2] - yom) + yom + dy;
	End;
	xt2b:= cos(alpha)*(xt2 - xom) - sin(alpha)*(yt2 - yom) + xom + dx;
	yt2b:= sin(alpha)*(xt2 - xom) + cos(alpha)*(yt2 - yom) + yom + dy;
	xP0 := b3ab[0,1];	yP0 := b3ab[0,2];
	xP1 := b3ab[1,1];	yP1 := b3ab[1,2];
	xP2 := b3ab[2,1];	yP2 := b3ab[2,2];
	xP3 := b3ab[3,1];	yP3 := b3ab[3,2];
		
	x3 := xP3-xP0 + 3*(xP1-xP2);
	x2 := 3*(xP0 + xP2 - 2*xP1);
	X1 := 3*(xP1-xP0);
	x0 := xP0;
	y3 := yP3-yP0 + 3*(yP1-yP2);
	y2 := 3*(yP0 + yP2 - 2*yP1);
	y1 := 3*(yP1-yP0);
	y0 := yP0;

	solve3(x3,x2,x1,(x0-xt2b));
	if nbsol=1 then 
	begin
		B3coord (b3ab,sol1);xa:=xb3;ya:=yb3;
		if (roundto(xa,-10)=roundto(xt2b,-10)) and(roundto(ya,-10)=roundto(yt2b,-10)) then t2:=sol1;
	end;
	
	if nbsol=2 Then
	begin
		B3coord (b3ab,sol1);xa:=xb3;ya:=yb3;
		B3coord (b3ab,sol2);xb:=xb3;yb:=yb3;
		if (roundto(xa,-10)=roundto(xt2b,-10)) and(roundto(ya,-10)=roundto(yt2b,-10)) then t2:=sol1;
		if (roundto(xb,-10)=roundto(xt2b,-10)) and(roundto(yb,-10)=roundto(yt2b,-10)) then t2:=sol2;
	end;	
	
	if nbsol=3 Then
	begin
		B3coord (b3ab,sol1);xa:=xb3;ya:=yb3;
		B3coord (b3ab,sol2);xb:=xb3;yb:=yb3;
		B3coord (b3ab,sol3);xc:=xb3;yc:=yb3;
		if (roundto(xa,-10)=roundto(xt2b,-10)) and(roundto(ya,-10)=roundto(yt2b,-10)) then t2:=sol1;
		if (roundto(xb,-10)=roundto(xt2b,-10)) and(roundto(yb,-10)=roundto(yt2b,-10)) then t2:=sol2;
		if (roundto(xc,-10)=roundto(xt2b,-10)) and(roundto(yc,-10)=roundto(yt2b,-10)) then t2:=sol3;
	end;
		
	if t2>1		then begin  b3prolonge(b3ab,t2);	B2:=B3pro;	end;
	if t2<=1	Then begin	B3subdivise(b3ab,t2);	B2:=B3A	 ;	end;
		
	For k := 0 To 3 Do
	Begin
		B3ab[k,1] := cos(alpha)*(B2[k,1]-xom-dx) + sin(alpha)*(B2[k,2]-	yom-dy) + xom;
		B3ab[k,2] :=-sin(alpha)*(B2[k,1]-xom-dx) + cos(alpha)*(B2[k,2]-	yom-dy) + yom;
	End;

	if sens =-1 Then
	Begin
		for k:=4  downto 1 Do
		Begin
			B3prosub[4-k,1] := B3ab[k-1,1];
			B3prosub[4-k,2] := B3ab[k-1,2];
		end;	
	end
	else B3prosub:= b3ab;
End;

Function B3aireSimple(b3def:pointbezier) : Double;
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,aire : Double;
Begin
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];

	Aire := 3/20*( (Yp1-Yp0)*( Xp2+Xp3-2*Xp0)-(Xp1-Xp0)*(Yp2+Yp3-2*Yp0)
	-2*( Xp0*(Yp2-Yp3)+Yp0*(Xp3-Xp2)+Yp3*Xp2-Yp2*Xp3 ) );
	B3aireSimple := aire;
End;

Function B3aireAB (b3def:pointbezier;tA,tB:Double) : Double;
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,x3,x2,x1,x0,y3,y2,y1,y0 : Double;
	HdeA,HdeB,Xom,Yom,dx,dy,alpha : Double;
	B3AB : pointbezier;
	k : integer;
Begin
	Xom := B3def[0,1];	Yom := B3def[0,2];
	dx := -Xom;	dy := -yom;
	alpha := -atan4(B3def[0,1],B3def[0,2],B3def[3,1],B3def[3,2]);
	For k:=0 To 3 Do
	Begin
		B3ab[k,1] := cos(alpha)*(B3def[k,1] - xom) - sin(alpha)*(B3def[k,2] - yom) + xom + dx;
		B3ab[k,2] := sin(alpha)*(B3def[k,1] - xom) + cos(alpha)*(B3def[k,2] - yom) + yom + dy;
	End;
	xP0 := B3AB[0,1];	yP0 := B3AB[0,2];
	xP1 := B3AB[1,1];	yP1 := B3AB[1,2];
	xP2 := B3AB[2,1];	yP2 := B3AB[2,2];
	xP3 := B3AB[3,1];	yP3 := B3AB[3,2];

	x3 := xP3-xP0 + 3*(xP1-xP2);
	x2 := 3*(xP0 + xP2 - 2*xP1);
	X1 := 3*(xP1-xP0);
	x0 := xP0;
	y3 := yP3-yP0 + 3*(yP1-yP2);
	y2 := 3*(yP0 + yP2 - 2*yP1);
	y1 := 3*(yP1-yP0);
	y0 := yP0;

	HdeA := 3*x3*y3*power(tA,6)/6 + (3*x3*y2+2*x2*y3)*power(tA,5)/5
			+(3*x3*y1+2*x2*y2+x1*y3)*power(tA,4)/4 + (3*x3*y0+2*x2*y1+x1*y2)*power(tA,3)/3
			+(2*x2*y0+x1*y1)*power(tA,2)/2+ x3*y0*tA ;

	HdeB := 3*x3*y3*power(tB,6)/6 + (3*x3*y2+2*x2*y3)*power(tB,5)/5
			+(3*x3*y1+2*x2*y2+x1*y3)*power(tB,4)/4 + (3*x3*y0+2*x2*y1+x1*y2)*power(tB,3)/3
			+(2*x2*y0+x1*y1)*power(tB,2)/2+ x3*y0*tB ;

	B3aireAB := HdeB-HdeA;

End;

Procedure B3Aire(b3def:pointbezier;aff:integer);
Var 
	aire : double;
Begin
	b3type(b3def,aff);
	
	If typ = 1 Then // courbe avec 1 inflexion
	Begin
		Ba:=b3def;
		If ( (t1 <=0) Or (t1>=1) ) then	// t1 est hors ]0 1[
		Begin
			Nbaire:=1;
			aire := b3airesimple(Ba);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aire = ',aire:3:4);
				WriteLn;
				writeln; readkey;
			end;	
			exit;
		End;	
	
		If ( (t1 >0) and (t1<1) )	// t1 est dans ]0 1[	  
		Then
		Begin
			NBaire:=2;
			B3subdivise(b3def,t1);
			Ba := B3a;
			Bb := B3b;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;
	End;

	//**************************************************************************************
	If typ = 2 // 2 inflexios
	Then
	Begin
		If ( (t1 <=0) Or (t1>=1) ) And ( (t2 <=0) Or (t2>=1) )	// t1 t2 hors [0 1]	  
		Then
		Begin
			Nbaire:=1;
			Ba := b3def;
			aire := b3airesimple(Ba);
			if aff=1 then
			begin
				Writeln('aire = ',aire:3:4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;

		If ( (t2 <0) Or (t2>1) ) And ( (t1 >0) And (t1<1) )	// t1 dans ]0 1[  et  t2 hors ]0 1[	  
		Then
		Begin
			Nbaire:=2;
			B3subdivise(b3def,t1);
			Ba := B3a;
			Bb := B3b;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,' aireA+aireB= ',(aireA+aireb) : 5 : 4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;

		If ( (t1 <0) Or (t1>1) ) And ( (t2 >0) And (t2<1) )	 // t1 hors ]0 1[  et  t2 dans ]0 1[	
		Then
		Begin
			Nbaire:=2;
			B3subdivise(b3def,t2);
			Ba := B3a;
			Bb := B3b;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,' aireA+aireB= ',(aireA+aireb) : 5 : 4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;

		If ( (t1 >0) And (t1<1) ) And ( (t2 >0) And (t2<1) )	// t1 et t2 dans ]0 1[	  
		Then
		Begin
			Nbaire:=3;
			If t1<t2 
			Then
			Begin
				B3subdivise(b3def,t1);
				Ba := B3a;
				Bb := B3b;
				b3type(Bb,0);
				If ( (t1 >0) And (t1<1) )
				Then
				Begin
					B3subdivise(Bb,t1);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End
				Else
				Begin
					B3subdivise(Bb,t2);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End;
			End
			Else
			Begin
				B3subdivise(b3def,t2);
				Ba := B3a;
				Bb := B3b;
				b3type(Bb,0);
				If ( (t1 >0) And (t1<1) )
				Then
				Begin
					B3subdivise(Bb,t1);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End
				Else
				Begin
					B3subdivise(Bb,t2);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End;
			End;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			aireC := B3airesimple(Bc);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,'aireC= ',aireC:5:4,'  A+B+C= ',(aireA+aireb+AireC):5:4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;
	End;

	//**************************************************************************************
	If typ = 3 // 1 rebroussement
	Then
	Begin
		If ( (t1 <=0) Or (t1>=1) )
		// t1 hors domaine ]0 1[	   
		Then
		Begin
			Nbaire:=1;
			Ba := b3def;
			aire := b3airesimple(Ba);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aire = ',aire:3:4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;			
		End;
	
		If ( (t1 >0) Or (t1<1) )
		// t1 dans domaine ]0 1[	   
		Then
		Begin
			Nbaire:=2;
			B3subdivise(b3def,t1);
			Ba := B3a;
			Bb := B3b;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,' aireA+aireB= ',(aireA+aireb) : 5 : 4);
				writeln; readkey;
			end;
		End;
	End;

	//**************************************************************************************
	If typ = 4 // 2 points de croisement ou point double
	Then
	Begin
		Ba := b3def;
		If ( (t1 <=0) Or (t1>=1) ) And ( (t2 <=0) Or (t2>=1) )
		// t1 t2 hors ]0 1[	  
		Then
		Begin
			Nbaire:=1;
			aire := b3airesimple(Ba);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aire = ',aire:3:4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;

		If ( (t2 <0) Or (t2>1) ) And ( (t1 >0) And (t1<1) )
		//	t1 dans  ]0 1[	 et	 t2 hors ]0 1[	  
		Then
		Begin
			Nbaire:=2;
			B3subdivise(b3def,t1);
			Ba := B3a;
			Bb := B3b;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,' aireA+aireB= ',(aireA+aireb) : 5 : 4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;

		If ( (t1 <0) Or (t1>1) ) And ( (t2 >0) And (t2<1) )
		// t1 est hors ]0 1[ et t2 dans ]0 1[	
		Then
		Begin
			Nbaire:=2;
			B3subdivise(b3def,t2);
			Ba := B3a;
			Bb := B3b;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			if aff=1 then
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,' aireA+aireB= ',(aireA+aireb) : 5 : 4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;

		If ( (t1 >0) And (t1<1) ) And ( (t2 >0) And (t2<1) )
		// t1 et t2 dans domaine ]0 1[	  
		Then
		Begin
			Nbaire:=3;
			If t1<t2 Then
			Begin
				B3subdivise(b3def,t1);
				Ba := B3a;
				Bb := B3b;
				b3type(Bb,0);
				If ( (t1 >0) And (t1<1) ) Then
				Begin
					B3subdivise(Bb,t1);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End
				Else
				Begin
					B3subdivise(Bb,t2);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End;
			End
			Else
			Begin
				B3subdivise(b3def,t2);
				Ba := B3a;
				Bb := B3b;
				b3type(Bb,0);
				If ( (t1 >0) And (t1<1) ) Then
				Begin
					B3subdivise(Bb,t1);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End
				Else
				Begin
					B3subdivise(Bb,t2);
					Bb := B3a;
					Bc := B3b
				End;
			End;
			aireA := B3airesimple(Ba);
			aireB := b3airesimple(Bb);
			aireC := B3airesimple(Bc);
			if aff=1 then 
			begin
				Writeln('aireA= ',aireA:5:4,' aireB= ',aireB:5:4,'aireC= ',aireC:5:4,'  A+B+C= ',(aireA+aireb+AireC):5:4);
				writeln; readkey;
			end;
			exit;
		End;
	End;

	//**************************************************************************************

	If typ = 5 // 1 parabole 
	Then
	Begin
		Nbaire:=1;
		aire := b3airesimple(b3def);
		if aff=1 then 
		begin
			Writeln('aire = ',aire:3:4);
			writeln; readkey;
		end;
	End;
End;


Function DistoB3(B3def:pointBezier;xm,ym,testim:double) : Double;
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,x3,x2,x1,x0,y3,y2,y1,y0 : double;
	Ht,hht,h5,h4,h3,h2,h1,h0,hh4,hh3,hh2,hh1,hh0, t,xMprime,yMprime,resF : double;
	d1,d2 : double ;
	m : Integer;
Begin
	xP0 := B3def[0,1];	yP0 := B3def[0,2];
	xP1 := B3def[1,1];	yP1 := B3def[1,2];
	xP2 := B3def[2,1];	yP2 := B3def[2,2];
	xP3 := B3def[3,1];	yP3 := B3def[3,2];
	x3 := xP3-xP0 + 3*(xP1-xP2);
	x2 := 3*(xP0 + xP2 - 2*xP1);
	X1 := 3*(xP1-xP0);
	x0 := xP0;
	y3 := yP3-yP0 + 3*(yP1-yP2);
	y2 := 3*(yP0 + yP2 - 2*yP1);
	y1 := 3*(yP1-yP0);
	y0 := yP0;
	H5 := 3*(y3*y3+x3*x3);
	H4 := 5*(y3*y2 + x3*x2 );
	H3 := 4*(y3*y1+x3*x1)+2*(y2*y2+x2*x2);
	H2 := 3*(y2*y1+y3*(y0-ym) + x2*x1+x3*(x0-xM));
	H1 := y1*y1+2*y2*(y0-ym)+x1*x1+2*x2*(x0-xM);
	H0 := y1*(y0-ym)+x1*(x0-xM);
	//coef de la dérivée 1ere de H
	hh4 := 5*H5;
	hh3 := 4*H4;
	hh2 := 3*H3 ;
	hh1 := 2*H2;
	hh0 := H1;
	t := testim;
	For m := 1 To 10 Do
	Begin
		Ht := H5*Power(t,5)+H4*Power(t,4)+H3*Power(t,3)+H2*Power(t,2)+H1*t+H0;
		hht := hh4*Power(t,4)+hh3*Power(t,3)+hh2*Power(t,2)+hh1*t+hh0;
		t := t-(Ht/hht);
	End;
	xmprime := x3*Power(t,3)+x2*Power(t,2)+x1*t+x0;
	ymprime := y3*Power(t,3)+y2*Power(t,2)+y1*t+y0;
	resF := norme(xm,ym,xmprime,ymprime);
	RDC:=B3rdc(b3def,t);
	d1:=norme(xm,ym,xRC,yRc);
	d2:=RDC ;
	if d1<d2 then resf:=-resf;
	DistoB3 := resF;
End;

Procedure Lissage(xM,yM:coordM;N:Integer;a0,a3:Double);
// Méthode BELHARRA (crée par alexandre christophe GLON le 19-09-2019
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3 : Double;
	G0,G1,G2,G3,Dr0,Dr1,Dr2,Dr3 : Double;
	k,boucle : Integer;
	poidMp2,poidMp1,D0deM,D3deM,xP1deM,yP1deM ,xP2deM,yP2deM,ecartMprime : coordm;
	P0P3,xT,yT,disP0T,disP3T,test1 : Double;
	t_estimeM : coordm;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin,LB,HB,HL: double;

Begin

	xmax := xm[1] ;	ymax := ym[1];
	xmin := xm[1] ;	ymin := ym[1];
	For k := (1) To N DO
	Begin
		If xm[k] < Xmin Then	Xmin := xm[k] ;
		If ym[k] < Ymin Then	Ymin := ym[k] ;
		If xm[k] > Xmax Then	Xmax := xm[k] ;
		If ym[k] > Ymax Then	Ymax := ym[k] ;
	End;
	LB := abs((xmax-xmin)) ;	HB := abs ((Ymax-Ymin));
	HL := sqrt(lb*lb+hb*hb);
		
	// définition des parametres initiaux
	inter2d( Xm[1], yM[1] , tan(a0) , Xm[N] , yM[N],tan(a3-c0) );
	xT := xint;
	yT := yint;
	xP0 := xM[1] ;
	yP0 := yM[1];
	xP1 := xT ;
	yP1 := yT;
	xP2 := xT ;
	yP2 := yT;
	XP3 := xM[N];
	yP3 := yM[N];
	P0P3 := norme(xp0,yp0,xp3,yp3);
	If P0P3 = 0 then P0P3:=HL;
	disP0T := norme(xP0,yP0,xT,yT);
	D0 := disP0T;
	disP3T := norme(xP3,yP3,xT,yT);
	D3 := disP3T;

	For k := 2 To (N-1) Do
	Begin
		t_estimeM[k] := ( (norme(xp0,yp0,xm[k],ym[k])/P0P3) + (1-norme(xm[k],ym[k],xp3,yp3)/P0P3 ) )/2;
	End;

	// début algo 
	For boucle := 1 To 30 Do
	Begin
		For k := 2 To (N-1) Do	//équation gauche pour calculer les D3 et P2
		Begin
			G3 := tan(a3)*(xP0-3*xP1+2*xP3)-(yP0-3*yP1+2*yP3);
			G2 := 3*( tan(a3)*(-xP0+2*xP1-xP3)-(-yP0+2*yP1-yP3) );
			G1 := 3*( tan(a3)*(xP0-xP1)-(yP0-yP1) );
			G0 := tan(a3)*(xM[k]-xP0)-(yM[k]-yP0);
			solve3(g3,g2,g1,g0);
			t := t_unique(t_estimeM[k]);
			xP2deM[k] := ( xM[k] -Power((1-t),3)*xP0 - 3*t*(1-t)*(1-t)*xP1 - t*t*t*xP3 ) / (3*t*t*(1-t) );
			yP2deM[k] := ( yM[k] -Power((1-t),3)*yP0 - 3*t*(1-t)*(1-t)*yP1 - t*t*t*yP3 ) / (3*t*t*(1-t) );
			D3deM[k] := norme(xp3,yp3,xP2deM[k],yP2deM[k]);
			poidMp2[k] := 1/( norme(xp2deM[k],yp2deM[k],xm[k],ym[k]));
		End;
		D3 := moyPond(D3deM,poidMp2,2,N-1);
		If D3 > disP3T	Then	D3 := disP3T/2;// D3 ne doit pas dépasser P3T
		If (D3/(D0+c0)) < (0.4) Then	D3 := D0*0.8;// D3 et D0 doivent etre équilibrés
		//If ( (D3 > disP3T) and (nbliss>0) )	Then	D3:= disP3T*0.8	else D3:=disP3T*0.5;
		xP2 := D3*Cos(a3)+Xp3;
		yP2 := D3*Sin(a3)+yp3;

	{****************************************************************************}

		For k := 2 To (N-1) Do	//équation Droite pour calculer les D0 et P1
		Begin
			Dr3 := tan(a0)*(-xP3 - 2*xP0+3*xP2)-(-yP3 - 2*yP0 + 3*yP2 );
			Dr2 := 3*( tan(a0)*(xP0 - xP2)-(yP0 - yP2) );
			Dr1 := 0 ;
			Dr0 := tan(a0)*(xM[k]-xP0)-(yM[k]-yP0);
			solve3(dr3,dr2,dr1,dr0);
			t := t_unique(t_estimeM[k]);
			xP1deM[k] := ( xM[k] -Power((1-t),3)*xP0 - 3*t*t*(1-t)*xP2 - t*t*t*xP3 ) / (3*t*(1-t)*(1-t) );
			yP1deM[k] := ( yM[k] -Power((1-t),3)*yP0 - 3*t*t*(1-t)*yP2 - t*t*t*yP3 ) / (3*t*(1-t)*(1-t) );
			D0deM[k] := norme(xp0,yp0,xP1deM[k],yP1deM[k]);
			poidMp1[k] := 1/( norme(xp1deM[k],yp1deM[k],xm[k],ym[k]));
		End;
		D0 := moyPond(D0deM,poidMp1,2,N-1);
		If D0 > disP0T	Then	D0 := disP0T/2;// D3 ne doit pas dépasser P3T
		If (D0/(D3+c0)) < (0.4)	Then	D0 := D3*0.8;// D3 et D0 doivent etre équilibrés
		//If ( (D0 > disP0T) and (nbliss>0) )	Then	D0 := disP0T*0.8	else D0:=disP0T*0.5;
		xP1 := D0*Cos(a0)+Xp0;
		yP1 := D0*Sin(a0)+yp0;
	End;
	B3fitt[0,1] := xP0;	B3fitt[0,2] := yP0;
	B3fitt[1,1] := xp1;	B3fitt[1,2] := yP1;
	B3fitt[2,1] := xP2;	B3fitt[2,2] := yP2;
	B3fitt[3,1] := xP3;	B3fitt[3,2] := yP3;
	
	For k := 2 To (N-1) Do// calcule les points M' et leur écarts par rapport à la B3
		Begin
			ecartMprime[k] := DistoB3(B3fitt,Xm[k],Ym[k],t_estimeM[k]);
		End;
	statliss := EQM (ecartMprime,2,N-1);
	
End;



Procedure Masterliss(Xm,Ym:coordM;deb,fin:integer;Alpha0,Alpha3:double);
Var 
	A1,A2,A1min,A1max,A2min,A2max : double;
	A0ref,A3ref : double;
	Cas0,Cas3 : string;
	P0P3,aP0P3,ap3p0, step : Double;
	N,k,m, delt, L1,L2 : integer;
	B3optim : pointbezier;
	xxm,yym : coordm;

Begin
	
	N:=fin-deb+1;
	
	xxM:=Xm	;	yyM:=Ym; m:=0;	step:=1;
	For k:=deb To fin Do
		Begin
			inc(m);
			xM[m] := xxm[k];
			yM[m] := yym[k];
		End;
			
	EQMLiss := 1E16;	
	
	If alpha0>=100 Then	Cas0 := 'Free'	Else Cas0 := 'Imposed';
	If alpha3>=100 Then	Cas3 := 'Free'	Else cas3 := 'Imposed';
	
	P0P3:= norme(Xm[1],Ym[1],Xm[N],Ym[N]);
	if P0P3=0 then
	begin
		masterLissFREE(Xm,Ym,deb,fin);
		B3liss:=B3free;
		EQMliss := EQMFree;
		exit;
	end;	
		
	if N <=1 then
	Begin
		writeln('N=1 ou 0 lissage impossible => exit');
		//readkey;
		exit;
	end;	
	
	If (N=2) and (Nbliss =0) then //c'est une droite de bezier
	Begin
		A1:=atan4(xm[1],ym[1],xm[2],ym[2]);
		B3liss[0,1] := xm[1]						;	B3liss[0,2] := ym[1];
		B3liss[1,1] := xm[1]+(p0p3/3)*cos(A1)		;	B3liss[1,2] := ym[1]+(p0p3/3)*sin(A1);
		B3liss[2,1] := xm[2]+(p0p3/3)*cos(A1+cpi)	;	B3liss[2,2] := ym[2]+(p0p3*1/3)*sin(A1+cpi);
		B3liss[3,1] := xm[2]						;	B3liss[3,2] := ym[2] ;
		inc(nbliss);
		exit;
	end;
	
	If (N=2) and (Nbliss >0) then// gère une fin à 2 points dans le cas d'un lissage multiple 
	Begin
		b3write(b3preced,0);
		B3liss[0,1] := B3preced[3,1]							;	B3liss[0,2] := B3preced[3,2];
		B3liss[1,1] := B3preced[3,1] + (p0p3*1/3)*cos(Alpha0 )	;	B3liss[1,2] := B3preced[3,2] + (p0p3*1/3)*sin(Alpha0);
		B3liss[2,1] := xM[n]									;	B3liss[2,2] := yM[n] ;
		B3liss[3,1] := xM[n]									;	B3liss[3,2] := yM[n] ;
				
		If (Cas3='Imposed') then //alpha3 Imposed : c'est peut-etre une connexion tangentielle avec le vecteur d'une ligne droite 
		Begin
			b3coord(b3liss,0.5);
			xxm[1]:=xm[1]	;	yym[1]:=ym[1];
			xxm[2]:=xb3		;	yym[2]:=yb3;
			xxm[3]:=xm[2]	;	yym[3]:=ym[2];
			lissage(xxm,yym,3,Alpha0,Alpha3); // B3liss  peut avoir un point stationnaire ou double sur ]0  1[
			B3liss := B3fitt;
			B3preced:=B3liss;
		end;
		inc(NBliss);
		exit;
	End;
	
	aP0P3 := atan4(Xm[1],Ym[1],Xm[N],Ym[N]);
	aP3P0 := atan4(Xm[N],Ym[N],Xm[1],Ym[1]);
	

	//***************************************** debut optimisation ********************************
	If (N>2)
	Then //dans ce cas et pour optimiser le lissage , procede a un premier ajustement sur 360 degre avec un pas de 10 degres.
	Begin
		L1:=36;		L2:=35;
		if cas0 ='Free' then A1 := aP0P3 else begin	A1:=Alpha0;  L1:=1;	end; 
		if cas3 ='Free' then A2 := aP3P0 else begin	A2:=Alpha3;  L2:=1;	end;
		EQMliss := 1E10;
		For K:= 1 To L1 Do
		Begin
			For M :=  1 To L2 Do
			Begin
				lissage(Xm,Ym,N,A1,A2);
				If  (statliss < EQMliss) Then
					Begin
						b3type(B3fitt,0);
						if Psta01 <> 0 Then statliss := 1e15;
						if  (statliss < EQMliss) Then
						begin	
							EQMliss := statliss;
							B3optim := B3fitt;
						end;	
					End;
					A2 := A2 + 10*Radian;		
				End;
			A1 := A1 + 10*Radian;
			End;
	End;
		
	//*************************************** fin optimisation ********************************
	delt:=10;
	
	b3write(B3optim,0);
 	a0ref := A0*Radian;		a3ref := A3*Radian;
	
	A0ref:=A0ref+2*cpi; A3ref:=A3ref+2*cpi;
	
	A1min := A0ref-delt*Radian;// + 2*cpi;
	
	A2min := A3ref-delt*Radian;// +2*cpi;
	
	
	
	//***************************************** debut lissage final ********************************
	If (N>2)
	Then 
	Begin
		step:=1;
		L1:=delt*2;		L2:=delt*2;
		A1:=A1min; A2:= A2min;
		if cas0 ='Free' then A1 := A1min else begin	A1:=A0ref;  L1:=1;	end; 
		if cas3 ='Free' then A2 := A2min else begin	A2:=A3ref;  L2:=1;	end;
		EQMliss := 1E10;
		For K:= 1 To L1 Do
		Begin
			For M :=  1 To L2 Do
			Begin
				lissage(Xm,Ym,N,A1,A2);
				If  (statliss < EQMliss) Then
					Begin
						EQMliss := statliss;
						B3liss := B3fitt;
					End;
				A2 := A2 + step*Radian;		
			End;
			A2:= A2min;
			A1 := A1 + step*Radian;
		End;
		B3preced:=B3liss;
		inc(NBliss);
	End;
	statliss:= EQMliss;	
End;//***************************************** fin lissage final ********************************

Procedure MasterLissFREE(xm,ym:coordM;deb,fin:Integer);

Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3 : Double;
	m,K,N:integer;
	ecartMprime : coordM;
	A1,A2,D1,D2,stepA,stepD		   : double;
	A0ref,A3ref,D0ref,D3ref : double;
	A1min,A1max,A2min,A2max : double;
	D1min,D1max,D2min,D2max : double;
	p0p3  : double;
	LB,HB,HL,xmin,xmax,ymin,ymax : double;
	t_estimeM, xxm,yym	  : coordM;

Begin
	N:=fin-deb+1;
	xxM:=Xm	;	yyM:=Ym;
	
	m:=0;
	For k:=deb To fin Do
		Begin
			inc(m);
			xM[m] := xxm[k];
			yM[m] := yym[k];
		End;
	//   définis la BoundingBox orthogonale de la progression M
	xmax := xm[1] ;	ymax := ym[1];
	xmin := xm[1] ;	ymin := ym[1];
	For k := (1) To N 
		Do
		Begin
			If xm[k] < Xmin Then	Xmin := xm[k] ;
			If ym[k] < Ymin Then	Ymin := ym[k] ;
			If xm[k] > Xmax Then	Xmax := xm[k] ;
			If ym[k] > Ymax Then	Ymax := ym[k] ;
		End;

	LB := abs((xmax-xmin)) ;
	HB := abs ((Ymax-Ymin));
	HL := round(sqrt(lb*lb+hb*hb));
	xP0:=Xm[1];	yP0:=Ym[1];
	xP3:=Xm[n];	yP3:=Ym[n];
	P0P3:=norme(xp0,yp0,xp3,yp3);
	if P0P3=0 then P0P3:=HL;
	
	For k := 2 To (N-1) Do
	Begin
		t_estimeM[k] := ( norme(xp0,yp0,xm[k],ym[k])/P0P3 +1-norme(xm[k],ym[k],xp3,yp3)/P0P3 )/2;
	End;
	A0ref:= atan4(xm[1], ym[1], xm[2], ym[2])/radian+360;
	A3ref:= atan4(xm[n], ym[n], xm[n-1], ym[n-1])/radian+360;

	EQMfree:=1E16;
		
	A1min :=(A0ref)-90 ;	A1max :=(A0ref)+90;
	A2min :=(A3ref)-90 ;	A2max :=(A3ref)+90;
	A1 := A1min;	A2 := A2min;
	stepA := 10;
	
	D1min :=HL/10 ; D1max:=HL*4; 
	D2min :=Hl/10 ; D2max:=Hl*4;
	D1:=D1min;	D2:=D2min;
	stepD:=HL/10;
		
	for k:=1 to 3 do
	begin
		writeln('passage ',k);
		While A1 < A1max Do
		Begin
			While A2 < A2max Do
				Begin
					While D1 <= D1max Do
						Begin
							While D2 <= D2max Do
								Begin
									//D2 := D2+stepD;
									xp1 := xp0 + D1*cos(A1*Radian) ;
									yp1 := yp0 + D1*sin(A1*Radian);
									xp2 := xp3 + D2*cos(A2*Radian) ;
									yp2 := yp3 + D2*sin(A2*Radian);
									B3fitt[0,1] := xP0;	B3fitt[0,2] := yP0;
									B3fitt[1,1] := xp1;	B3fitt[1,2] := yP1;
									B3fitt[2,1] := xP2;	B3fitt[2,2] := yP2;
									B3fitt[3,1] := xP3;	B3fitt[3,2] := yP3;
									For M := 2 To (N-1) Do
									Begin
										ecartMprime[M] := DistoB3(B3fitt,Xm[M],Ym[M],t_estimeM[M]);
									End;
									statFree := EQM (ecartMprime,2,N-1);
									If statFree < EQMfree	Then
									Begin
										EQMfree := statFree;
										B3free := B3fitt;
									End;
									D2:=D2+stepD;
								End;
							D1 := D1+stepD;D2 :=d2min;
						End;
					D1 := d1min;
					A2 := A2+stepA;
				End;
			A1 := A1+stepA;
			A2 := A2min;
		End;
		b3write(B3free,0);
		A1min := A0-stepA ;	A1max := A0+stepA;
		A2min := A3-stepA ;	A2max := A3+stepA;
		A1 := A1min;	A2 := A2min;
		stepA := stepA/10;
		D1min :=D0-stepD ; D1max:=D0+stepD; 
		D2min :=D3-stepD ; D2max:=D3+stepD;
		D1:=D1min;	D2:=D2min;
		StepD:=stepD/10;
	end;
	statFree:= EQMfree;
	B3preced:=B3free;
	inc(NBliss);
End;	


Procedure RegCirc(Mx,My:coordM;N:Integer);
//XCreg,YCreg,RADreg sont des variables globales
// https://www.developpez.net/forums/d1262000/general-developpement/algorithme-mathematiques/contribuez/cpp-regression-circulaire/
//https://fr.scribd.com/document/14819165/Regressions-coniques-quadriques-circulaire-spherique
Var 
	EcartRayon,rad, C : Double;
	Xmil,ymil,angdeb,angfin,angmil : double;
	k : Integer;
	delt2,delt3,delt11,delt12,delt20,delt21,delt30 : Double;
	somx,somy,somxy,somx2,somy2,somx3,somy3,somxy2,somx2y : Double;
Begin
	delt2 := 0;	delt3 := 0;	delt11 := 0;delt12 := 0;delt20 := 0;delt21 := 0;delt30 := 0;
	somx := 0;	somy := 0;somxy := 0;	somx2 := 0;
	somy2 := 0;	somx3 := 0;	somy3 := 0;	somxy2 := 0; somx2y := 0;
	ecartrayon := 0; Rmax := 0;	Rmin := 0;

	For k :=1 To N 
		Do
		Begin
			somX := somx+Mx[k];
			somy := somY+My[k];
			somxy := somxy+(Mx[k]*My[k]);
			somx2 := somx2+Power(Mx[k],2);
			somy2 := somy2+Power(My[k],2);
			somx3 := somx3+Power(Mx[k],3);
			somy3 := somy3+Power(My[k],3);
			somxy2 := somxy2+(Mx[k])*Power(My[k],2);
			somx2y := somx2y+(My[k])*Power(Mx[k],2);
		End;

	delt2 := n*somy2-(somy*somy);
	delt3 := n*somy3-(somy*somy2);
	delt11 := n*somxy-(somx*somy);
	delt12 := n*somxy2-(somx*somy2);
	delt20 := n*somx2-(somx*somx);
	delt21 := n*somx2y-(somx2*somy);
	delt30 := n*somx3-(somx2*somx);
	XCreg := ((delt30+delt12)*delt2 -(delt3+delt21)*delt11)/(2*(delt20*delt2-delt11*delt11) );
	YCreg := ((delt3+delt21)*delt20 -(delt30+delt12)*delt11)/(2*(delt20*delt2-delt11*delt11) );
	c := (somx2+somy2-2*xcreg*somx-2*ycreg*somy)/n;
	RADreg := Sqrt(c+xcreg*xcreg+ycreg*ycreg);

	For k := 1 To n Do// calcule les écarts entre le rayon moyen et les points M -> EQM RMSE
		Begin
			EcartRayon := EcartRayon+Power( Abs( RADreg - Norme(XcReg,YcReg,Mx[k],My[k])),2 );
		End;

	For k := 1 To N Do// calcule Rmax Rmin
		Begin
			Rad := Norme(XcReg,YcReg,Mx[k],My[k]);
			If k=1 Then
			Begin
				Rmax := rad;
				Rmin := rad;
			End;
			If rad<rmin Then
			Begin
				rmin := rad;
			End;
			If rad>rmax Then
			Begin
				rmax := rad;
			End;
		End;
	EQMRegCirc := ( ecartrayon/n);
	statRC:=EQMRegCirc;
End;



Procedure RegPoly(xx,yy:coordM;deb,fin,DEG,OP:Integer);

{************************************************
* determine un polynome					        *
* passant au + prés des points x,y		        *
* Régression par la méthode des moindres carrés *
* http://serge.mehl.free.fr/anx/meth_carr.html  *
* --------------------------------------- *
* INPUTS:  x,y	coord des points		  *
*			 N	nombre de points		  *
*		   Deg	degré du polynome désiré  *
*
* --------------------------------------- ******************************************************
*	resultat 1  dans :	coef (coefficients du polynome, sens = par exemple 1 + x +3x^2 + 2x^3  *
*	resultat 2  dans : coef_1 (coefficients du polynome, sens = par exemple 2x^3 + 3x^2 + x + 1 *							 *)
************************************************************************************************}
//NB : si OP=1 un changement de repère est appliqué sur  x,y
//son angle est définis par le vecteur ( x(1) x(n) )
// xy(1)=0 et xy(n) sur l'axe  ox , si OP = 1 pas de changements
// le résultat peut etre plus précis mais est hasardeux si la progression n'est pas continue, monotone


Var 
	I,J,K,N : Integer;
	P0P3,alpha,Xom,Yom,dx,dy,yprime,res : double;
	xP0,yP0,xP3,yP3 : double;
	t_estimeM, ecartMprime : coordM;
	x,y,Sk : coordM;
	A,B,Wk : mat;

Begin
	N := fin-deb+1;
	j := 0;
	For k:=deb To fin Do
		Begin
			inc(j);
			xx[j] := xx[k];
			yy[j] := yy[k];
		End;
	//changement de base si OP =1 ***********************************
	If OP = 1 Then
		Begin
			Xom := xx[1];	yom := yy[1];//centre de rotation Omega
			dx := -Xom;	dy := -Yom;	// déplacement
			alpha := -arctan((yy[n]-yy[1])/(xx[n]-xx[1]));
			// angle de rotation

			For K := 1 To N Do
				Begin
					x[k] := cos(alpha)*(xx[k] - xom) - sin(alpha)*(yy[k] - yom) + xom + dx;
					y[k] := sin(alpha)*(xx[k] - xom) + cos(alpha)*(yy[k] - yom) + yom + dy;
				End;
		End ;

	If OP <> 1 Then
		Begin
			x := xx;
			y := yy;
		End;
	
	// calcul de la regression  *************************************
	For k:=1 To (2*Deg+1) Do //construction Sk
		Begin
			Sk[1] := N;
			Sk[k+1] := 0;
			For i:=1 To (N) Do
			Sk[k+1] := Sk[k+1]+Power(x[i],k);
		End;

	For k:=0 To (deg) Do //construction Wk
		Begin
			Wk[k+1,1] := 0;
			For i:=1 To (N) Do	Wk[k+1,1] := Wk[k+1,1]+y[i]*Power(x[i],(k))
		End;
	B := Wk;

	//construction A
	For k:= 1 To (deg+1) Do	For j:=(deg+1) Downto (1) Do	A[k][j] := Sk[j+k-1];
			
	// calcul des coefficients du polynome ************************************	
	INVMAT(A,B,deg+1,deg+1);
	
	For k:=1 To deg+1	Do	coef[k] := matX[k,1];
	For k:=(deg+1) downto 1 Do coef_1[deg+1-k+1]:= coef[k];
	
	// parametrisation la courbe de bézier si deg>=3 ************************************	
	if deg=1 then coef[3]:=2*c0; // dans ce cas une B3 de type 0 est générée (droite de bezier)
	if deg=2 then coef[4]:=c0; // dans ce cas une B3 de type 5 est générée (parabole)

	if (deg=3) or (deg=2) or (deg=1) then
	begin
		paramB3(coef,x[1],x[N]);//parametrise la fonction par une B3
		If OP= 1 Then	// si OP=1 retour de la B3 dans la base initiale
		Begin
			For i := 0 To 3 Do
			Begin
				B3poly[i][1]:=cos(alpha)*(B3param[i][1]-xom-dx)+sin(alpha)*(B3param[i][2]-yom-dy)+xom;
				B3poly[i][2]:=-sin(alpha)*(B3param[i][1]-xom-dx)+cos(alpha)*(B3param[i][2]-yom-dy)+yom;
			End;
		End
		Else b3poly := b3param;
		
	end;	
	
	// calculs statistique ************************************************
	
	res := 0;
	For k:=1 To N Do// calcul de l'ecart quadratique Moyen EQM (MSE)
	Begin
		Yprime := polyEval(x[k],coef,deg);
		res := res+(Yprime-Y[k])*(Yprime-Y[k]);
	End;
	EQMpoly := (res)/n;
	statPoly:= EQMpoly;
End;
	

//paramétrise une fonction de degré 3 par une courbe de bezier de degré 3
Procedure ParamB3 (coefpoly : mat1; Xdeb,Xfin: double );
Var 
	Tn,M : mat;
	t0,t1,t2,t3 : double;
	i,j : integer;

Begin
	
	// construction de la matrice M
	M[1,1] := Xdeb;	M[1,2] := polyEval(M[1,1],coefpoly,3);	t0 := 0;
	M[4,1] := Xfin;	M[4,2] := polyEval(M[4,1],coefpoly,3);	t3 := 1;
	M[2,1] := (M[4,1]-M[1,1])*1/3+ M[1,1] ;	M[2,2] := polyEval(M[2,1],coefpoly,3);	t1 := 1/3;
	M[3,1] := (M[4,1]-M[1,1])*2/3+ M[1,1] ;	M[3,2] := polyEval(M[3,1],coefpoly,3);	t2 := 2/3;

	//construction de la matrice TN
	Tn[1,1] := 1;	Tn[1,2] := t0;	Tn[1,3] := t0;	Tn[1,4] := t0;
	Tn[2,1] := 1;	Tn[2,2] := t1;	Tn[2,3] := Power(t1,2);	Tn[2,4] := Power(t1,3);
	Tn[3,1] := 1;	Tn[3,2] := t2;	Tn[3,3] := Power(t2,2);	Tn[3,4] := Power(t2,3);
	Tn[4,1] := 1;	Tn[4,2] := t3;	Tn[4,3] := t3;	Tn[4,4] := t3;

	MatPass;
	matmul(Tn,B3pass,4);
	INVMAT(matprod,matprod,4,0);
	MatmulAB(Matinv,4,4,M,4,2);// le resultat est dans MatProdAB

	For i := 1 To 4 Do
		For j := 1 To 2 Do
			B3param[i-1][j] := MatprodAB[i][j];
End;


Procedure Interpolation (Xm,Ym : coordM; N:integer );
Var 
	Vander,Fx : Mat;
	i,j,k  : integer;

Begin
	k := 0;
	If N<=1 Then
		Begin
			writeln('le nombre de point doit etre >1 => EXIT');
			exit;
		End;
	// construction de la matrice Vander
	For i:= 1 To (N) Do
	For j:= 1 To (N)  Do	Vander[i][j] := power(xM[i],(j-1));

	// construction de la matrice Fx
	For j:= 1 To (N)  Do	Fx[j][1] := Ym[j];

	INVMAT(Vander,Vander,N,0);
	MatmulAB(Matinv,N,N,Fx,N,1);

	For k:=1 To N Do	coef[k] := MatprodAB[k,1];
		
	For j:=(N) Downto (1) Do	coef_1[N-j+1] := coef[j];

	writeln('polynome de degre ' ,(N-1));
	writeln;
	
	For j := 1 To (N) Do
	Begin
		writeln(Chr(96+j),' = ',coef_1[j] : 10 : 4);
	End;
	readkey;
End;

{*******************************calcul matriciel fonctions de base ****************************************}

Procedure MatPass;
//definis les matrices de passage B3 et B2
Begin
	B3pass[1,1]:=1;		B3pass[1,2]:=0;		B3pass[1,3]:=0;  B3pass[1,4]:=0;
	B3pass[2,1]:=-3;	B3pass[2,2]:=3;		B3pass[2,3]:=0;	 B3pass[2,4]:=0;
	B3pass[3,1]:=3;		B3pass[3,2]:=-6;	B3pass[3,3]:=3;  B3pass[3,4]:=0;
	B3pass[4,1]:=-1;	B3pass[4,2]:=3;		B3pass[4,3]:=-3; B3pass[4,4]:=1;

	B2pass[1,1]:=1;		B2pass[1,2]:=0;		B2pass[1,3]:=0;
	B2pass[2,1]:=-2;	B2pass[2,2]:=2;		B2pass[2,3]:=0;
	B2pass[3,1]:=1;		B2pass[3,2]:=-2;	B2pass[3,3]:=1;
	
	B1pass[1,1]:=1;		B2pass[1,2]:=0;
	B1pass[2,1]:=-1;	B2pass[2,2]:=1;
End;

Function DetMat(A:mat; N : Integer) : Double;
//taille de la matrice= N;
// calcule le déterminant d'une matrice
Begin
	INVMAT(A,A,N,0);
	Detmat := DET;
End;

Procedure MATMUL(A , B :MAT; N: Integer);
{******************************************
*	 MULTIPLICATION de 2 matrices carrées *
*								*
* --------------------------------------- *
* INPUTS:	 A	 MATRIX N*N				  *
*			 B	 MATRIX N*N				  *
*			 N	INTEGER					  *
* --------------------------------------- *
*Result = Matprod (MATRIX N*N PRODUCT A*B)*
*										  *	 
******************************************}
{source http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/}
Var 
	SUM : Double;
	I,J,K : Integer;

Begin
	For I:=1 To N Do
		For J:=1 To N Do
			Begin
				SUM := 0.0;
				For K:=1 To N Do
					SUM := SUM+A[I][K]*B[K][J];
				Matprod[I][J] := SUM
			End
End;

Procedure MatmulAB(A:MAT;L1,C1:Integer; B:MAT;L2,C2: Integer);
{******************************************
*	MULTIPLICATION OF 2 REAL MATRICES	  *
* --------------------------------------- *
* INPUTS:	 A	 MATRIX L1 C1			  *
*			 B	 MATRIX L2 C2			  *
*			l1 C1 INTEGER				  *
*			L2 C2 INTEGER				  *
* IMPORTANT L2 doit etre = à C1 !!!!	  *
* --------------------------------------- *
* Resultat = MatprodAB (L1C2 PRODUCT A*B ) *
* dimension de MatprodAB L1 C2			  *
******************************************}
{source http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/}
Var 
	I,J,K : Integer;

Begin
	If L2<>C1 Then
		Begin
			Writeln('Erreur:colonne1 différent de ligne2 = résultat incorrect');
			Exit;
		End;
	// initialisation de MatprodAB
	For i:= 1 To L1 Do
		For j:= 1 To C2 Do
			MatprodAB[I][J] := 0;
	For i:=1 To L1 Do
		For j :=1 To C2 Do
			For K:=1 To L2 Do
				MatprodAB[i][j] := MatprodAB[i][j]+A[I][K]*B[k][J]
End;

Procedure MATsomme(A:MAT; B:MAT; N,K: Integer);
{******************************************
* Addition de 2 matrices carrees de meme dimension		 *
* --------------------------------------- *
* INPUTS:	 A	 MATRIX N*N				  *
*			 B	 MATRIX N*N				  *
*			 N	INTEGER					  *
*			 K	INTEGER					  *
*  si k=1 => A+B	 si K=-1 => A-B	  *
* --------------------------------------- *
*OUTPUTS: Matsom MATRIX N*M somme A +/-B*
*										  *
******************************************}
Var 
	SOM : Double;
	I,J : Integer;
Begin
	For I:=1 To N Do
		For J:=1 To N Do
			Begin
				SOM := A[I][J]+k*B[I][J];
				Matsom[I][J] := SOM
			End
End;

Procedure Transpose(A:MAT; L1,C1: Integer);
{******************************************
* transpose une matrice		  *
* --------------------------------------- *
* INPUTS:	 A	 MATRIX L1*C1			  *
*
* --------------------------------------- *
*OUTPUTS: Transmat C1*L1				  *
*										  *
******************************************}
Var 
	I,j : Integer;
Begin
	For i:=1 To c1 Do
		For j:=1 To L1 Do
			transMat[i][J] := A[j][i]
End;

{******************************************
*  SOLVING A LINEAR MATRIX SYSTEM AX = B  *
*  with Gauss-Jordan method using full	  *
*  pivoting at each step. During the pro- *
* cess, original AA and BB matrices are	  *
* destroyed to spare storage location.	  *
*										  *		
* --------------------------------------- *
* INPUTS:	 AA	  MATRIX N*N			  *
*			 BB	  MATRIX N*M			  *
* --------------------------------------- *
* OUTPUTS:	 AA	  INVERSE OF AA N*N		  *
*			 DET  DETERMINANT OF AA		  *
*			 BB	  SOLUTION MATRIX N*M	  *
* --------------------------------------- *
* NOTA - If M=0 inversion of AA matrix	  *
*		 only.							  *
******************************************}
{source http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/}


Procedure InvMat(AA,BB:MAT;N,M:integer);
Var 
	PC,PL,CS : VECT;
	PV,PAV,temp,TT : DOUBLE;
	I,IK,J,JK,K : integer;

	Label fin, fin1, fin2;

Begin
{Initializations}
	DET := 1.0;
	For I:=1 To N Do
		Begin
			PC[I] := 0.0;
			PL[I] := 0.0;
			CS[I] := 0.0;
		End;

{Main loop}
	For K:=1 To N Do
		Begin
{Searching greatest pivot}
			PV := AA[K][K];
			IK := K;
			JK := K;
			PAV := abs(PV);
			For I:=K To N Do
				For J:=K To N Do
					Begin
						temp := abs(AA[I][J]);
						If temp > PAV Then
							Begin
								PV := AA[I][J];
								PAV := abs(PV);
								IK := I;
								JK := J
							End
					End;

{Search terminated, the pivot is in location I=IK, J=JK.
 Memorizing pivot location:	 }
			PC[K] := JK;
			PL[K] := IK;

{DETERMINANT DET is actualised
 If DET=0, ERROR MESSAGE and STOP
 Machine dependant EPSMACH equals here 1D-20  }
			If IK<>K Then	DET := -DET;
			If JK<>K Then	DET := -DET;
			DET := DET*PV;
			temp := abs(DET);
			If temp < EPSMACH Then
				Begin
					writeln;
					writeln(' The determinant equals ZERO !!!');
					halt
				End;

{POSITIONNING PIVOT IN K,K:}
			If IK<>K Then
				For I:=1 To N Do
					Begin
 {EXCHANGE LINES IK and K of matrix AA:}
						TT := AA[IK][I];
						AA[IK][I] := AA[K][I];
						AA[K][I] := TT
					End;

			If M<>0 Then
				For I:=1 To M Do
					Begin
						TT := BB[IK][I];
						BB[IK][I] := BB[K][I];
						BB[K][I] := TT
					End;

{PIVOT is at correct line}
			If JK<>K Then
				For I:=1 To N Do
					Begin
{EXCHANGE COLUMNS JK and K of matrix AA:}
						TT := AA[I][JK];
						AA[I][JK] := AA[I][K];
						AA[I][K] := TT
					End;

{The PIVOT is at correct column.
 and is located in K,K.

 Column K of matrix AA is stored in CS vector
 then column K is set to zero. }
			For I:=1 To N Do
				Begin
					CS[I] := AA[I][K];
					AA[I][K] := 0.0
				End;

			CS[K] := 0.0;
			AA[K][K] := 1.0;
{Line K of matrix AA is modified:}
			temp := abs(PV);
			If temp < EPSMACH Then
				Begin
					writeln;
					writeln('	 PIVOT TOO SMALL - STOP');
					halt
				End;
			For I:=1 To N Do
				AA[K][I] := AA[K][I]/PV;
			If M<>0 Then
				For I:=1 To M Do
					BB[K][I] := BB[K][I]/PV;

{Other lines of matrix AA are modified:}
			For J:=1 To N Do
				Begin
					If J=K Then
						goto fin;
					For I:=1 To N Do
{Line J of matrix AA is modified:}
						AA[J][I] := AA[J][I]-CS[J]*AA[K][I];
					If M<>0 Then
						For I:=1 To M Do
							BB[J][I] := BB[J][I]-CS[J]*BB[K][I];
					fin : 
				End
{Line K is ready.}
		End; {of K loop}

{MATRIX AA INVERSION IS DONE - REARRANGEMENT OF MATRIX AA

   EXCHANGE LINES				 }
	For I:=N Downto 1 Do
		Begin
			IK := Round(PC[I]);
			If IK=I Then
				goto fin1;
{EXCHANGE LINES I and PC(I) of matrix AA:}
			For J:=1 To N Do
				Begin
					TT := AA[I][J];
					AA[I][J] := AA[IK][J];
					AA[IK][J] := TT
				End;
			If M<>0 Then
				For J:=1 To M Do
					Begin
						TT := BB[I][J];
						BB[I][J] := BB[IK][J];
						BB[IK][J] := TT
					End;
{NO MORE EXCHANGE is NECESSARY
 Go to next line.}
			fin1 : 
		End; {of loop i=N downto }

{EXCHANGE COLUMNS  }

	For J:=N Downto 1 Do
		Begin
			JK := Round(PL[J]);
			If JK=J Then
				goto fin2;
{EXCHANGE COLUMNS J ET PL(J) of matrix AA: }
			For I:=1 To N Do
				Begin
					TT := AA[I][J];
					AA[I][J] := AA[I][JK];
					AA[I][JK] := TT
				End;
{NO MORE EXCHANGE is NECESSARY
 Go to next column.}
			fin2 : 
		End;
{REARRANGEMENT TERMINATED.	}
	if M=0 then Matinv := AA else MatX:=BB;

End;   {of procedure INVMAT }

Procedure Affmat(A: mat; L1,C1: Integer);
// affiche une matrice
Var 
	I, J : Integer;
Begin
	For I := 1 To L1 Do
		Begin
			For J := 1 To C1 Do
				Write(A[I][J]:5:2,' ');
			writeln;
		End;
End;



//********************************** fin calcul matriciel *************************************


//********************************** début tracages ********************************************

Procedure traceB3(B3:pointbezier;aff:integer);
Var 
	gd, gm,k : Integer;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin,pas : Double;
	Dx,Dy,echX,echY,ech, testD : Double;
	B3bis : Array[0..3,0..3] Of Longint;
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,Xp,Yp,Dxgr,Dygr,H,L : Longint;
Begin
	gd := detect;
	initgraph(gd, gm, '..//bgi');
	H := 900;	L := 1800;	// adapté à mon écran(1920/1080)
	
	
	// test si b3 est une droite
	b3write(b3,0);
	if abs((tan(a0*radian)-tan(a3*radian))) <=radian*1 then testD:=1 else testD:=0; 	

//   définis la BoudingBox orthogonale de B3 xBMax ,yBmax ,xBmin,yBmin et determine l'echelle pour l'écran
	xmax := B3[0,1];	ymax := B3[0,2];
	Xmin := B3[0,1];	ymin := B3[0,2];

	For k := 1 To 3 
		Do
		Begin
			If B3[k,1] < Xmin Then	Xmin := B3[k,1] ;
			If B3[k,1] > Xmax Then	Xmax := B3[k,1];
			If B3[k,2] < Ymin Then	Ymin := B3[k,2] ;
			If B3[k,2] > Ymax Then	Ymax := B3[k,2];
		End;

// calcul de l'échelle globale et de  Dx Dy Dxgr Dygr
	echX := L/(Abs(xmax-xmin+c0));	echY := H/(Abs(ymax-ymin+c0));
	If echX <= echY		Then	ech := echX		Else ech := echY;
	
	xMin := Round(xMin*ech);	yMin := Round(yMin*ech);
	xMax := Round(xMax*ech);	yMax := Round(yMax*ech);

	If xMin <=0 Then	Dx := abs(xMin)	Else Dx := -xMin;
	If Ymin <=0 Then	Dy := abs(Ymin)	Else Dy := -Ymin;
	
	Xmin := Round(xMin+dx);	Ymin := Round(Ymin+dy);
	Xmax := Round(xMax+dx);	Ymax := Round(Ymax+dy);
	
	Dxgr := Round(((L+100)-Xmax)/2);	Dygr := Round(Ymax+50);


// mise a l'echelle des données 
	For k:= 0 To 3 Do
	Begin
		B3bis[k,1] := Round(B3[k,1]*ech+dx);
		B3bis[k,2] := Round(B3[k,2]*ech+dy);
	End ;
	
	xP0 := B3bis[0,1];	yP0 := B3bis[0,2];
	xP1 := B3bis[1,1];	yP1 := B3bis[1,2];
	xP2 := B3bis[2,1];	yP2 := B3bis[2,2];
	xP3 := B3bis[3,1];	yP3 := B3bis[3,2];
	
	// ************************* tracage ***************************** 
	setcolor(12);//rouge clair
	MoveTo ( round(Xp0+20)+dxgr,dygr-round(Yp0-20) );
	settextstyle(smallfont,horizdir,2);
	outtext('DEBUT');
	
	setcolor(14); //jaune
	MoveTo (Xp0+dxgr,dygr-Yp0 );
	if testD=1
	then LineTo (xp3+dxgr,dygr-yp3)
	else
	begin 
		pas := 1/100;
		For k:=1 To (100) Do // tracage de la courbe par segments de droites
		Begin
			t := pas*k;
			xP := Round( Power((1-t),3)*xP0 + 3*t*Power((1-t),2)*xP1 + 3*t*t*(1-t)*xP2 + t*t*t*xP3 );
			yP := Round( Power((1-t),3)*yP0 + 3*t*Power((1-t),2)*yP1 + 3*t*t*(1-t)*yP2 + t*t*t*yP3);
			LineTo (xp+dxgr,dygr-yp);
		End;
	end;	

	If (aff = 1) or (aff=2) Then // trace les vecteurs
	Begin
		setcolor(9);// bleu clair
		line(xp0+dxgr,dygr-yp0,xp1+dxgr,dygr-yp1);
		line(xp3+dxgr,dygr-yp3,xp2+dxgr,dygr-yp2);
	end;
	If aff = 2 Then //trace aussi  ’P0’ P1’ P2’ P3’
	begin
		setcolor(15);//blanc
		settextstyle(smallfont,horizdir,2);
		moveTo(xp0+20+dxgr,dygr-(yp0-10));
		outtext('P0');
		moveTo(xp1+20+dxgr,dygr-(yp1-10));
		outtext('P1');
		moveTo(xp2+20+dxgr,dygr-(yp2+10));
		outtext('P2');
		moveTo(xp3+20+dxgr,dygr-(yp3+10));
		outtext('P3');
		circle((xp0)+dxgr,dygr-(yp0),3);
		circle((xp1)+dxgr,dygr-(yp1),3);
		circle((xp2)+dxgr,dygr-(yp2),3);
		circle((xp3)+dxgr,dygr-(yp3),3);
	End;
	//readkey;
	//closegraph();
End;

Procedure TraceB3M(B3:pointBezier;Mx,My:coordM;N,aff:integer);
Var 
	gd, gm,k : Integer;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin,pas : Double;
	Dx,Dy,echX,echY,ech,testD : Double;
	B3bis : Array[0..3,0..3] Of Longint;
	MxBis,MyBis : Array[1..500] Of Longint;
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,Xp,Yp,Dxgr,Dygr,H,L : Longint;
Begin
	gd := detect;
	initgraph(gd, gm, '..//bgi');
	H := 900;	L := 1800;	// adapté à mon écran(1920/1080)

//   définis la BoundingBox orthogonale de B3 xBMax ,yBmax ,xBmin,yBmin et determine l'echelle pour l'écran
	xmax := B3[0,1];
	ymax := B3[0,2];
	Xmin := B3[0,1];
	ymin := B3[0,2];
	For k := (1) To 3 
		Do
		Begin
			If B3[k,1] < Xmin Then	Xmin := B3[k,1] ;
			If B3[k,1] > Xmax Then	Xmax := B3[k,1];
			If B3[k,2] < Ymin Then	Ymin := B3[k,2] ;
			If B3[k,2] > Ymax Then	Ymax := B3[k,2];
		End;
	
	// calcul de l'échelle globale et de  Dx Dy Dxgr Dygr
	echX := L/(Abs(xmax-xmin+c0));	echY := H/(Abs(ymax-ymin+c0));
	If echX <= echY Then	ech := echX	Else ech := echY;

	xMin := Round(xMin*ech);	yMin := Round(yMin*ech);
	xMax := Round(xMax*ech);	yMax := Round(yMax*ech);

	If xMin <=0 Then	Dx := abs(xMin)	Else DX := -xMin;
	If Ymin <=0 Then	Dy := abs(Ymin)	Else Dy := -Ymin;
	
	Xmin := Round(xMin+dx);	Ymin := Round(Ymin+dy);
	Xmax := Round(xMax+dx);	Ymax := Round(Ymax+dy);
	
	Dxgr := Round(((L+100)-Xmax)/2);	Dygr := Round(Ymax+50);
	
	// mise a l'échelle des données
	For k:= 0 To 3 Do
		Begin
			B3bis[k,1] := Round(B3[k,1]*ech+dx);
			B3bis[k,2] := Round(B3[k,2]*ech+dy);
		End ;
		
	For k:= 1 To N Do
		Begin
			Mxbis[k] := Round (Mx[k]*ech+dx);
			Mybis[k] := Round (My[k]*ech+dy);
		End;
		
	xP0 := B3bis[0,1];	yP0 := B3bis[0,2];
	xP1 := B3bis[1,1];	yP1 := B3bis[1,2];
	xP2 := B3bis[2,1];	yP2 := B3bis[2,2];
	xP3 := B3bis[3,1];	yP3 := B3bis[3,2];
	
	// ************************* tracages *****************************
	
	setcolor(12);//rouge clair
	MoveTo (round(Xp0+20)+dxgr,dygr-round(Yp0-20));
	settextstyle(smallfont,horizdir,2);
	outtext('DEBUT');
	
	setcolor(15);//blanc
	For k:= 1 To N Do //   trace les points M
		Begin
			rectangle( (Mxbis[k]+Dxgr)-2 ,(Dygr-Mybis[k])-2 ,(dxgr+Mxbis[k])+2 ,(dygr-Mybis[k])+2 );
		End;
		
	setcolor(14); //jaune
	MoveTo (Xp0+dxgr,dygr-Yp0 );
	if testD=1	then LineTo (xp3+dxgr,dygr-yp3)
	else
	begin 
		pas := 1/100;
		For k:=1 To (100) Do // tracage de la courbe par segments de droites
		Begin
			t := pas*k;
			xP := Round( Power((1-t),3)*xP0 + 3*t*Power((1-t),2)*xP1 + 3*t*t*(1-t)*xP2 + t*t*t*xP3 );
			yP := Round( Power((1-t),3)*yP0 + 3*t*Power((1-t),2)*yP1 + 3*t*t*(1-t)*yP2 + t*t*t*yP3);
			LineTo (xp+dxgr,dygr-yp);
		End;
	end;	
	
	If (aff = 1)  Then //   trace les vecteurs P0P1 P3P2
	Begin
		setcolor(9);
		line(xp0+dxgr,dygr-yp0,xp1+dxgr,dygr-yp1);
		line(xp3+dxgr,dygr-yp3,xp2+dxgr,dygr-yp2);
	end;
	//readkey;
	//closegraph();
End;

Procedure Trace_4b3(Ba,Bb,Bc,Bd:pointbezier;aff:integer);
Var 
	gd, gm,k : Integer;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin : Double;
	Dx,Dy,echX,echY,ech,xdeb,ydeb : Double;
	B1,B2,B3,B4 : B3trace;
	Dxgr,Dygr,H,L : Longint;
	MxBis,MyBis : Array[1..5] Of Longint;
Begin
	gd := detect;
	initgraph(gd, gm, '..//bgi');
	H := 900;	L := 1800;
	// adapté à mon écran(1080x1920)

//   définis la BoudingBox orthogonale de B3 xBMax ,yBmax ,xBmin,yBmin et determine l'echelle pour l'écran
	xmin := Ba[0,1];	ymin := Ba[0,2];
	xmax := Bd[3,1];	ymax := Bd[3,2];
	For k := 0 To 3 Do
		Begin
			If Ba[k,1] < Xmin Then	Xmin := Ba[k,1] ;
			If Ba[k,1] > Xmax Then	Xmax := Ba[k,1] ;
			If Ba[k,2] < ymin Then	ymin := Ba[k,2] ;
			If Ba[k,2] > ymax Then	ymax := Ba[k,2] ;

			If Bb[k,1] < Xmin Then	Xmin := Bb[k,1] ;
			If Bb[k,1] > Xmax Then	Xmax := Bb[k,1] ;
			If Bb[k,2] < ymin Then	ymin := Bb[k,2] ;
			If Bb[k,2] > ymax Then	ymax := Bb[k,2] ;

			If Bc[k,1] < Xmin Then	Xmin := Bc[k,1] ;
			If Bc[k,1] > Xmax Then	Xmax := Bc[k,1] ;
			If Bc[k,2] < ymin Then	ymin := Bc[k,2] ;
			If Bc[k,2] > ymax Then	ymax := Bc[k,2] ;

			If Bd[k,1] < Xmin Then	Xmin := Bd[k,1] ;
			If Bd[k,1] > Xmax Then	Xmax := Bd[k,1] ;
			If Bd[k,2] < ymin Then	ymin := Bd[k,2] ;
			If Bd[k,2] > ymax Then	ymax := Bd[k,2] ;
		End;

	// calcul de l'échelle globale et de  Dx Dy Dxgr Dygr
	echX := L/(Abs(xmax-xmin+c0));	echY := H/(Abs(ymax-ymin+c0));
	If echX <= echY Then	ech := echX	Else ech := echY;

	xMin := Round(xMin*ech);	yMin := Round(yMin*ech);
	xMax := Round(xMax*ech);	yMax := Round(yMax*ech);

	If xMin <=0 Then	Dx := abs(xMin)	Else DX := -xMin;
	If Ymin <=0 Then	Dy := abs(Ymin)	Else Dy := -Ymin;
	
	Xmin := Round(xMin+dx);	Ymin := Round(Ymin+dy);
	Xmax := Round(xMax+dx);	Ymax := Round(Ymax+dy);
	
	Dxgr := Round(((L+100)-Xmax)/2);	Dygr := Round(Ymax+50);

	//   met à l'échelle et   déplace tout dans le 1er cadran avec Dx et Dy
	// et adapte les données à l'écran PC ;
	For k := 0 To 3	 Do
		Begin
			B1[k,1] := Round(Ba[k,1]*ech+dx);	B1[k,2] := Round(Ba[k,2]*ech+dy);
			B2[k,1] := Round(Bb[k,1]*ech+dx);	B2[k,2] := Round(Bb[k,2]*ech+dy);
			B3[k,1] := Round(Bc[k,1]*ech+dx);	B3[k,2] := Round(Bc[k,2]*ech+dy);
			B4[k,1] := Round(Bd[k,1]*ech+dx);	B4[k,2] := Round(Bd[k,2]*ech+dy);
		End;
	xdeb := B1[0,1];	ydeb := B1[0,2];
	
	
	// ************************* tracages *****************************
	
	setcolor(12);
	moveTo(round(xdeb+20)+dxgr,dygr-(round(ydeb-20)));
	settextstyle(smallfont,horizdir,2);
	outtext('DEBUT');
	
	traceB(B1,dxgr,dygr,aff);
	traceB(B2,dxgr,dygr,aff);
	traceB(B3,dxgr,dygr,aff);
	traceB(B4,dxgr,dygr,aff);
		
	//readkey;
End;

Procedure Trace_4B3M(Ba,Bb,Bc,Bd:pointBezier;Mx,My:coordM;N,aff:integer);
Var 
	gd, gm,k : Integer;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin : Double;
	Dx,Dy,echX,echY,ech,xdeb,ydeb : Double;
	B1,B2,B3,B4 : B3trace;
	Dxgr,Dygr,H,L : Longint;
	MxBis,MyBis : Array[1..500] Of Longint;

Begin
	gd := detect;
	initgraph(gd, gm, '..//bgi');
	H := 900;	L := 1800;	// adapté à mon écran(1080x1920)

//   définis la BoudingBox orthogonale des B3 xBMax ,yBmax ,xBmin,yBmin et determine l'echelle pour l'écran
	xmin := Ba[0,1];	ymin := Ba[0,2];
	xmax := Bd[3,1];	ymax := Bd[3,2];
	For k := 0 To 3 Do
		Begin
			If Ba[k,1] < Xmin Then	Xmin := Ba[k,1] ;
			If Ba[k,1] > Xmax Then	Xmax := Ba[k,1] ;
			If Ba[k,2] < ymin Then	ymin := Ba[k,2] ;
			If Ba[k,2] > ymax Then	ymax := Ba[k,2] ;

			If Bb[k,1] < Xmin Then	Xmin := Bb[k,1] ;
			If Bb[k,1] > Xmax Then	Xmax := Bb[k,1] ;
			If Bb[k,2] < ymin Then	ymin := Bb[k,2] ;
			If Bb[k,2] > ymax Then	ymax := Bb[k,2] ;

			If Bc[k,1] < Xmin Then	Xmin := Bc[k,1] ;
			If Bc[k,1] > Xmax Then	Xmax := Bc[k,1] ;
			If Bc[k,2] < ymin Then	ymin := Bc[k,2] ;
			If Bc[k,2] > ymax Then	ymax := Bc[k,2] ;

			If Bd[k,1] < Xmin Then	Xmin := Bd[k,1] ;
			If Bd[k,1] > Xmax Then	Xmax := Bd[k,1] ;
			If Bd[k,2] < ymin Then	ymin := Bd[k,2] ;
			If Bd[k,2] > ymax Then	ymax := Bd[k,2] ;
		End;
	// calcul de l'échelle globale et de  Dx Dy Dxgr Dygr
	echX := L/(Abs(xmax-xmin+c0));	echY := H/(Abs(ymax-ymin+c0));
	If echX <= echY Then	ech := echX	Else ech := echY;

	xMin := Round(xMin*ech);	yMin := Round(yMin*ech);
	xMax := Round(xMax*ech);	yMax := Round(yMax*ech);

	If xMin <=0 Then	Dx := abs(xMin)	Else DX := -xMin;
	If Ymin <=0 Then	Dy := abs(Ymin)	Else Dy := -Ymin;
	
	Xmin := Round(xMin+dx);	Ymin := Round(Ymin+dy);
	Xmax := Round(xMax+dx);	Ymax := Round(Ymax+dy);
	
	Dxgr := Round(((L+100)-Xmax)/2);	Dygr := Round(Ymax+50);

	
	
	For k := 0 To 3	 Do // mise à l'échelle et deplacement dans le 1er cadran avec Dx et Dy  et adapte les données à l'écran PC ;
		Begin
			B1[k,1] := Round(Ba[k,1]*ech+dx);	B1[k,2] := Round(Ba[k,2]*ech+dy);
			B2[k,1] := Round(Bb[k,1]*ech+dx);	B2[k,2] := Round(Bb[k,2]*ech+dy);
			B3[k,1] := Round(Bc[k,1]*ech+dx);	B3[k,2] := Round(Bc[k,2]*ech+dy);
			B4[k,1] := Round(Bd[k,1]*ech+dx);	B4[k,2] := Round(Bd[k,2]*ech+dy);
		End;
		
	For k:= 1 To N Do
		Begin
			Mxbis[k] := Round (Mx[k]*ech+dx);
			Mybis[k] := Round (My[k]*ech+dy);
		End;	
	
	// ************************* tracages *****************************
	setcolor(15);
	For k:= 1 To N Do //   trace les points M
		Begin
			rectangle( (Mxbis[k]+Dxgr)-2 ,(Dygr-Mybis[k])-2 ,(dxgr+Mxbis[k])+2 ,(dygr-Mybis[k])+2);
		End;
	
	setcolor(12);
	xdeb := Mxbis[1];	ydeb := Mybis[1];
	moveTo(round(xdeb+20)+dxgr,dygr-(round(ydeb-20)));
	settextstyle(smallfont,horizdir,2);
	outtext('DEBUT');
		
	// tracer les courbes de bezier
	setcolor(14);
	traceB(B1,dxgr,dygr,aff);
	traceB(B2,dxgr,dygr,aff);
	traceB(B3,dxgr,dygr,aff);
	traceB(B4,dxgr,dygr,aff);
	
	//readkey;
	
End;

Procedure TraceB(B3bis:B3trace;DXgr,DYgr,aff:longint);
// necessaire a Dibu_4B3 et Dibu_4B3M
Var 
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,xp,yp : longint;
	k : integer;
	pas,TestD : double;
Begin
	xP0 := B3bis[0,1];	yP0 := B3bis[0,2];
	xP1 := B3bis[1,1];	yP1 := B3bis[1,2];
	xP2 := B3bis[2,1];	yP2 := B3bis[2,2];
	xP3 := B3bis[3,1];	yP3 := B3bis[3,2];
	
	MoveTo (Xp0+dxgr,dygr-Yp0 );
	
	setcolor(14); //jaune
	MoveTo (Xp0+dxgr,dygr-Yp0 );
	if testD=1	then LineTo (xp3+dxgr,dygr-yp3)
	else
	begin 
		pas := 1/100;
		For k:=1 To (100) Do // tracage de la courbe par segments de droites
		Begin
			t := pas*k;
			xP := Round( Power((1-t),3)*xP0 + 3*t*Power((1-t),2)*xP1 + 3*t*t*(1-t)*xP2 + t*t*t*xP3 );
			yP := Round( Power((1-t),3)*yP0 + 3*t*Power((1-t),2)*yP1 + 3*t*t*(1-t)*yP2 + t*t*t*yP3);
			LineTo (xp+dxgr,dygr-yp);
		End;
	end;		
	
	setcolor(14);
	if (aff=1) or (aff=2) Then //trace les points de contacts
	begin
		circle( (xp0+Dxgr),(Dygr-yp0),4 );
		circle( (xp3+Dxgr),(Dygr-yp3),4 );
	end;
	
	If aff = 2 Then // trace les vecteurs POP1 P3P2
	Begin
		setcolor(9);
		line(xp0+dxgr,dygr-yp0,xp1+dxgr,dygr-yp1);
		line(xp3+dxgr,dygr-yp3,xp2+dxgr,dygr-yp2);
	End;
	
End;

Procedure TraceB3etCercle(B3:pointbezier;Xc,Yc,radius:double; sens,aff:integer);
Var 
	gd, gm,k : Integer;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin,pas,TestD : Double;
	Dx,Dy,echX,echY,ech : Double;
	xxC,yyC,rad : longint;
	B3bis : Array[0..3,0..3] Of Longint;
	xP0,yP0,xP1,yP1,xP2,yP2,xP3,yP3,Xp,Yp,Dxgr,Dygr,H,L : Longint;
Begin
	gd := detect;
	initgraph(gd, gm, '..//bgi');
	H := 900;
	L := 1800;
	// adapté à mon écran(1920/1080)

//   définis la BoudingBox orthogonale de B3 xBMax ,yBmax ,xBmin,yBmin et determine l'echelle pour l'écran
	xmax := B3[0,1];	ymax := B3[0,2];
	Xmin := B3[0,1];	ymin := B3[0,2];

	For k := 1 To 3 Do
	Begin
		If B3[k,1] < Xmin Then	Xmin := B3[k,1];
		If B3[k,1] > Xmax Then	Xmax := B3[k,1];
		If B3[k,2] < Ymin Then	Ymin := B3[k,2];
		If B3[k,2] > Ymax Then	Ymax := B3[k,2];
	End;
	If xc < Xmin Then	xmin := xc;
	If xc > Xmax Then	xmax := xc;
	If yc < ymin Then	ymin := yc;
	If yc > ymax Then	ymax := yc;
	
	// calcul de l'échelle globale et de  Dx Dy Dxgr Dygr
	echX := L/(Abs(xmax-xmin+c0));	echY := H/(Abs(ymax-ymin+c0));
	If echX <= echY Then	ech := echX	Else ech := echY;

	xMin := Round(xMin*ech);	Ymin := Round(Ymin*ech);
	xMax := Round(xMax*ech);	Ymax := Round(Ymax*ech);

	If Xmin <=0 Then	Dx := abs(Xmin)	Else DX := -Xmin;
	If Ymin <=0 Then	Dy := abs(Ymin)	Else Dy := -Ymin;

	Xmin := Round(xMin+dx);	Ymin := Round(yMin+dy);
	Xmax := Round(xMax+dx);	Ymax := Round(yMax+dy);
	
	Dxgr := Round(((L+100)-Xmax)/2);	Dygr := Round(Ymax+50);
	
	For k:= 0 To 3 Do //   déplace tout dans le 1er cadran avec Dx et Dy et adapte les données à l'écran PC ;
	Begin
		B3bis[k,1] := Round(B3[k,1]*ech+dx);
		B3bis[k,2] := Round (B3[k,2]*ech+dy);
	End ;
	
	xxC := round(xC*ech + dx);	yyC := round(yC*ech + dy);
	rad := round(radius*ech);
	
	xP0 := B3bis[0,1];	yP0 := B3bis[0,2];
	xP1 := B3bis[1,1];	yP1 := B3bis[1,2];
	xP2 := B3bis[2,1];	yP2 := B3bis[2,2];
	xP3 := B3bis[3,1];	yP3 := B3bis[3,2];

	// ************************* tracages *****************************
	
	// tracage du cercle et de son centre
	setcolor(9);
	moveTo(xxC+dxgr,dygr-yyC);
	if sens =1 then lineto(dxgr+xp3,dygr-yp3) else lineto(dxgr+xp0,dygr-yp0) ;
	circle((xxC)+dxgr,dygr-(yyC),6);
	circle((xxC)+dxgr,dygr-(yyC),rad);
	
	setcolor(14); //jaune
	MoveTo (Xp0+dxgr,dygr-Yp0 );
	if testD=1	then LineTo (xp3+dxgr,dygr-yp3)
	else
	begin 
		pas := 1/100;
		For k:=1 To (100) Do // tracage de la courbe par segments de droites
		Begin
			t := pas*k;
			xP := Round( Power((1-t),3)*xP0 + 3*t*Power((1-t),2)*xP1 + 3*t*t*(1-t)*xP2 + t*t*t*xP3 );
			yP := Round( Power((1-t),3)*yP0 + 3*t*Power((1-t),2)*yP1 + 3*t*t*(1-t)*yP2 + t*t*t*yP3);
			LineTo (xp+dxgr,dygr-yp);
		End;
	end;		

	if aff=1 then //   trace les normes P0P1 P3P2
	begin
		setcolor(9);
		line(xp0+dxgr,dygr-yp0,xp1+dxgr,dygr-yp1);
		line(xp3+dxgr,dygr-yp3,xp2+dxgr,dygr-yp2);
	end;
	//readkey;
End;

Procedure TraceRegCirc(Xc,Yc,Radius:double;Mx,My:coordM;N:Integer);

Var 
	gd, gm,k : Integer;
	Xmax,Ymax,Xmin,Ymin,testD : Double;
	Dx,Dy,echX,echY,ech : Double;
	MxBis,MyBis : Array[1..500] Of Longint;
	xcbis , ycbis , rad ,Dxgr,Dygr,H,L : Longint;

Begin

	gd := detect;
	initgraph(gd, gm, '..//bgi');
	H := 900;
	L := 1800;
	// adapté à mon écran(1920/1080)

 // définis la zone d'affichage xMax ,ymax ,xmin,ymin
	xmax := mx[N];	ymax := my[N];
	xmin := mx[1];	ymin := my[1];

	For k := 1 To N Do
		Begin
			If Mx[k] < xmin Then xmin := Mx[k];
			If Mx[k] > xmax Then xmax := Mx[k];
			If My[k] < ymin Then ymin := My[k];
			If My[k] > ymax Then ymax := My[k];
		End;

// calcul de l'échelle globale et de  Dx Dy Dxgr Dygr
	echX := L/(Abs(xmax-xmin+c0));	echY := H/(Abs(ymax-ymin+c0));
	If echX <= echY Then ech := echX Else ech := echY;

	xMin := Round(xMin*ech);	yMin := Round(yMin*ech);
	xMax := Round(xMax*ech);	yMax := Round(yMax*ech);

	If xMin <=0 Then	Dx := abs(xMin)	Else DX := -xMin;
	If Ymin <=0 Then	Dy := abs(Ymin)	Else Dy := -Ymin;
	
	Xmin := Round(xMin+dx);	Ymin := Round(Ymin+dy);
	Xmax := Round(xMax+dx);	Ymax := Round(Ymax+dy);
	
	Dxgr := Round(((L+100)-Xmax)/2);	Dygr := Round(Ymax+50);


	For k:= 1 To N Do // mise à l'échelle, déplace tout dans le 1er cadran avec Dx et Dy et adapte  à l'écran PC ;
		Begin
			Mxbis[k] := Round (Mx[k]*ech+dx);
			Mybis[k] := Round (My[k]*ech+dy);
		End;
	rad := Round(radius*ech);
	Xcbis := Round(xc*ech+dx)	;	Ycbis := Round(yc*ech+dy);
	
	// ************************* tracages *****************************
	
	setcolor(15);
	For k:= 1 To n Do // trace les points M
	Begin
		rectangle( (Mxbis[k]+Dxgr)-2 , (Dygr-Mybis[k])-2 , (dxgr+Mxbis[k])+2 , (dygr-Mybis[k])+2);
	End;
	
	//   trace le cercle et son centre
	setcolor(9);
	circle((xcbis+dxgr),(dygr-ycbis),rad);
	circle((xcbis+dxgr),(dygr-ycbis),6);
	//readkey;
End;


End.


%arc de cercle bruité noised
1956 59
1939 74
1931 85
1916 102
1901 112
1887 128
1864 147
1830 175
1790 209
1750 232
1680 268
1625 288
1583 305
1507 326
1420 339
1326 353
1253 355
1147 350
1076 338
1028 329
954 310
880 280
812 245
769 221
717 187
687 147
667 147
641 125
619 106
600 87
588 75
573 60
564 51
558 45
553 36










Program MainlissV6v5;
Uses crt,dos,graph,math,B3OutilsV7;


	
Var
	matP 				: mat;// résultat de lireMat
	Xp,Yp,Zp 			: CoordM;// résultat de LirePoints
	B3point 			: pointbezier;// résultat de LireB3
	NBL, NBC			: integer;
	C: byte;
	a0def,A3def 		: Double;
	srce,	dest		: Text;
	nom_srce , nom_fd	: String;	
	tampon,tampon1 : Array[1..10240] Of Char;
	
	  

Procedure teste_srce;
forward;
Procedure menu_fs;
Begin
	
	Gotoxy(5,10 );
	Writeln('entrez le chemin du fichier a lire :  ');
	Gotoxy(5,12);
	Writeln('exemple: C:\BezierToolsV7\pointM\pointMxy');
	Gotoxy(5,14);Readln(nom_srce);
	teste_srce;
End;

Procedure teste_srce;
Begin
 {$i-};
  Assign(srce,nom_srce);
  settextbuf(srce,tampon);
  Reset (srce);
  If Ioresult= 0 Then
    Begin
      Gotoxy(10,20);
      Writeln('OK ouverture reussie');
      
    End
  Else
    Begin
      Clrscr;
      Gotoxy(10,25);
      Write('erreur : appuyer sur une touche pour recommencer');
      Readkey;
      Clrscr;
      menu_fs ;
    End;
 {$i+};
End;

Procedure test_fd;
	forward;
Procedure menu_fd ;
Begin
	Gotoxy(10,10);
	Write('entrez le chemin du fichier à créer');
	Gotoxy(10,12);
	Write('exemple: c:\toto.txt ');
	Gotoxy(10,14);	Readln(dest);
End;

Procedure test_fd;
Begin
	{$i-};
	Assign(dest,nom_fd);
	settextbuf(dest,tampon1);
	Rewrite(dest);
	{$i+};
	If Ioresult = 0 Then
	Begin
		Gotoxy(10,20);
		Writeln('OK creation et ouverture reussie');
	End
	Else
    Begin
      Clrscr;
      Gotoxy(10,30);
      Write('erreur (touche "Enter"  pour re-essayer )');
      Readkey;
      Clrscr;
      menu_fd ;
    End;
	{$i+};
End;

Procedure lirePoints ;// extrait des coordonnées X Y et/ou Z  d'un fichier texte et construit  xP yP et/ou zP
Var
    ligneR,ligned,Ltemp,xSTR,ySTR,zSTR : String;
	valX,valY,valZ : double;
    posE,L,k,i: Integer;
Begin

	NBL := 0;	NBC:=0;	i:=0;
    While Not Eof(srce) Do
    Begin
		Readln(srce,ligneR);
		ligned := nettoie(ligneR);
		Ltemp:=ligned;
		if ligned[1] <> '%' then
		Begin
			inc(NBL);
			L:=length(ligned);

			for k := 1 to L do  if ligned[k] = ' ' then inc(i);// calcul du nombre de colonnes NBC
			NBC:= i+1;

			if (NBC) = 1 then //construit seulement le tableau zP
			Begin
				val(Ltemp,valz);
				zP[NBL]:=valZ;
			end;
			// extraction des valeurs et construction de xP, yP et éventuellement zP
			if NBC = 2 then
			Begin
				posE := pos(' ',Ltemp);
				xSTR:= Copy(Ltemp, 1,posE-1);
				delete(Ltemp,1,posE);
				ySTR:= Ltemp;
				val(xSTR,valx);	xP[NBL]:=valx;
				val(ySTR,valy);	yP[NBL]:=valy;
			end;

			if NBC = 3 then
			Begin
				posE := pos(' ',Ltemp);
				xSTR:= Copy(Ltemp, 1,posE-1);
				delete(Ltemp,1,posE);
				posE := pos(' ',Ltemp);
				ySTR:= Copy(Ltemp, 1,posE-1);
				delete(Ltemp,1,posE);
				zSTR:= Ltemp;
				val(xSTR,valx);	xP[NBL]:=valx;
				val(ySTR,valy);	yP[NBL]:=valy;
				val(zSTR,valz);	zP[NBL]:=valz;
			end;
		end;
		i:=0;
	end;

close(srce);
end;

Procedure lireB3 ;// extrait les points de définition d'une B3  et construit B3point
Var
    ligneR,ligned,Ltemp,xSTR,ySTR : String;
	valX,valY : double;
    NBL,NBC,posE,L,k,i: Integer;

Begin

	NBL := 0;	NBC:=0;	i:=0;
    While Not Eof(srce) Do
    Begin
		Readln(srce,ligneR);
		ligned := nettoie(ligneR);
		if ligned[1] <> '%' then
		Begin
			inc(NBL);
			L:=length(ligned);	Ltemp:=ligned;
			for k := 1 to L do  if ligned[k] = ' ' then inc(i);// calcul du nombre de colonnes NBC
			NBC:= i+1;
			if NBC = 1 then begin writeln(' 2 nombres minimum sont necessaires => EXIT'); dec(NBL);exit;end;
   			// extraction des valeurs et construction de B3point
			if NBC = 2 then
			Begin
				posE := pos(' ',Ltemp);
				xSTR:= Copy(Ltemp, 1,posE-1);
				delete(Ltemp,1,posE);
				ySTR:= Ltemp;
				val(xSTR,valx);		B3point[(NBL-1),1]:=valx;
				val(ySTR,valy);		B3point[(NBL-1),2]:=valy;
			end;	
		end;
		i:=0;
	end;

close(srce);
end;

Procedure lireMat ;
// extrait d'un fichier texte les valeurs de la matrice dans MatP et renseigne NBL et NBC (nombre de lignes et de colonnes)
Var
    ligneR,ligned,Ltemp,valSTR : String;
    valeur : Double;
    posE,L,i,j,k: Integer;
Begin

	NBL := 0; NBC:=0;
    i:=0;j:=0;
    While Not Eof(srce) Do
    Begin
		Readln(srce,ligneR);
		ligned := nettoie(ligneR);
		Ltemp:=ligned;
		if ligned[1] <> '%' then
		Begin
			inc(NBL);
			L:=length(ligned);
			for k := 1 to L do  if ligned[k] = ' ' then inc(i);
			NBC:=i+1;
			if (NBC-1) = 0 then
			Begin
				NBC:=1;
				val(Ltemp,valeur);
				matP[NBL,NBC]:=valeur;
			end	
			else	
			begin
				for k := 1 to NBC-1 Do
				Begin
					inc(j);
					posE := pos(' ',Ltemp);
					valSTR:= Copy(Ltemp, 1,posE-1);
					val(valSTR,valeur);
					matP[NBL,j]:=valeur;
					delete(Ltemp,1,posE);
				end;
				val(Ltemp,valeur);
				matP[NBL,NBC]:=valeur;
			end;
			j:=0;
		end;
		i:=0;
	end;
	
close(srce);	
end;	


Procedure LissageSimple;
var
	a0def,a3def: double;
	N,deb,fin:	integer;
 
Begin
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\pointM\pointMxy.txt';
	//nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\pointM\pointTest.txt';
	//nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\pointM\pointsMchaotiques.txt';
	//nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\pointM\pointsMbizarres.txt';
	//nom_srce:='C:BezierOutilsV7\pointM\point1inflex.txt';
	teste_srce;
	LirePoints;
	
	deb:= 1;	fin := NBL;
	N:= NBL;
	a0def :=1000;//a0def est libre car >=100
	a3def :=1000;//a3def est libre car >=100
			
	MasterLiss(xp,yp,deb,fin,A0def,A3def);
	TraceB3(B3liss,1);//Trace avec les vecteurs P0P1 P3P2
	readkey;
	closegraph();
	
	writeln('EQMliss ',EQMliss:3:5);
	b3write(b3liss,4);
	readkey;
	NBLiss:=0;	
End;

Procedure LissageMultiple;//maximum 4 courbes donc 3 inflexions maximum
var
	a0def,a3def	, vectFin	: double;
	N,deb,fin,k,m		: integer;
	Bs1,Bs2,Bs3,Bs4 : pointbezier;

Begin
	
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\pointM\point3inflex.txt';
	teste_srce;
	LirePoints;
	
	deb:= 1;	fin:=NBL;
	N:= NBL;
	NBLiss:=0;	m:=0;
	
	DetInflex(Xp,Yp,N,0);
	//determine le nombre de points d’inflexions et de discontinuités dans :  nbINF,nbDIS
	//et situe leur position dans la polyligne  avec  INFat,DISat
	a0def :=1000;//a0def est libre car >=100
	a3def :=1000;//a3def est libre car >=100

	if (nbinf>0) and (nbinf<4)	Then
	Begin
		deb:=1;
		for k := 1 to (nbInf+1) do
		Begin
			fin:=INFat[k];
			if k=4 then fin := N;
			MasterLiss(xp,yp,deb,fin,A0def,A3def);
			if k=1 then		Begin	Bs1:= B3liss;bs2:=bs1;bs3:=bs1;bs4:=bs1; 	end;
			if k=2 then Bs2:= B3liss;
			if k=3 then Bs3:= B3liss;
			if k=4 then Bs4:= B3liss;
			b3write(b3liss,0);
			a0def:= A3*radian+cpi;// a0def est forcé
			a3def :=1000;//a3def est libre car >=100
			deb:=INFat[k];
			if k <= 3 then fin:=INFat[k+1] ;
		end;
		Trace_4B3M(Bs1,Bs2,Bs3,Bs4,xp,yp,N,0);
		readkey;
		closegraph();
		NBLiss:=0;
	end
	Else//lissage simple
	Begin
		a0def :=1000;//a0def est libre car >=100
		a3def :=1000;//a3def est libre car >=100
		MasterLiss(xp,yp,1,N,A0def,A3def);
		TraceB3M(B3liss,xp,yp,N,1);// si 0 trace que la B3  si 1 avec les vecteurs P0P1 P3P2
		ReadKey;
		closegraph();
		NBLiss:=0;
	end;
End;

procedure Arc;
	var
	N,K,bb:integer;
	x1,y1,x2,y2,x3,y3:double;
	AOCm :double;
	xm,ym : coordM;
	deci: longint;
	
begin
	//nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\Arc\AOC1.txt';
	//nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\Arc\AOC2.txt';
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\Arc\AOC3A.txt';
	//nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\Arc\AOC4.txt';
	
	teste_srce;
	lirePoints;
	
	N:= NBL;

	x1:= xP[1]; y1:=yP[1];
	x2:= xP[2]; y2:=yP[2];
	x3:= xP[3]; y3:=yP[3];
		
	writeln('sens1');
	Arc2b3 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
	trace_4b3(arc1,arc2,arc3,arc4,1);
	readkey;
	closegraph();

	writeln('sens inverse');
	x1:= xP[3]; y1:=yP[3];
	x2:= xP[2]; y2:=yP[2];
	x3:= xP[1]; y3:=yP[1];
	Arc2b3 (x1,y1,x2,y2,x3,y3);
	trace_4b3(arc1,arc2,arc3,arc4,1);
	readkey;
	closegraph();
end;

procedure testMat;
	var
	A,B,X:mat;
	La,Ca, Lb,Cb, Lx,Cx :integer;
	N,K,bb:integer;
	x1,y1,x2,y2,x3,y3:double;
	AOCm :double;
	xm,ym : coordM;
	deci: longint;
	
begin
	
	
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\matrix\1MatA.txt';
	teste_srce;
	lireMat;
	A:=MatP;	La:=Nbl;	Ca := Nbc;
	
	
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\matrix\1MatB.txt';
	teste_srce;
	lireMat;
	
	B:=MatP; Lb:=Nbl; Cb := Nbc;
	InvMat(A,B,La,Cb);
	X:= Matx;	Lx:= La; Cx:=Cb;
	writeln('exemple 1');
	Affmat(A,La,Ca);
	writeln;
	Affmat(B,Lb,Cb);
	writeln;
	writeln('resultat 1');
	Affmat(X,Lx,Cx);
	writeln;
	readkey;
	Clrscr;
	
	{****************************************}	
	
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\matrix\2MatA.txt';
	teste_srce;
	lireMat;
	A:=MatP;	La:=Nbl; Ca := Nbc;
	
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\matrix\2MatB.txt';
	teste_srce;
	lireMat;
	B:=MatP; Lb:=Nbl; Cb := Nbc;
	InvMat(A,B,La,Cb);
	writeln('exemple 2');
	X:= MatX;	Lx:=La;	Cx:=Cb;
	Affmat(A,La,Ca);
	writeln;
	Affmat(B,Lb,Cb);
	writeln;
	writeln('resultat 2');
	Affmat(X,Lx,Cx);writeln;
	writeln;
	readkey;
	Clrscr;
	
		
end;

procedure regPolynom;
var k,deg : integer;
begin
	deg:=3;
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\pointM\testfonction3.txt';
	teste_srce;
	lirepoints;
	Regpoly(xp,yp,1,Nbl,deg,0);

	traceB3M(B3poly,xp,yp,nbl,1);
	readkey;
	closegraph();
	
	writeln('EQM regPoly= ',EQMpoly:3:4);
	b3write(b3poly,1);
	for k:= 1 to deg+1 Do
	Begin
		writeln('coef',K,' = ',coef_1[k]:5:5,' X^',deg+1-k);
	end;
	readkey;
	
end;

procedure RegCirculaire;
begin
	nom_srce:='C:\BezierOutilsV7\arc\arcNoised.txt';
	teste_srce;
	lirepoints;
	RegCirc(xP,yP,Nbl);
	TraceRegCirc(Xcreg,Ycreg,Radreg,xP,yP,Nbl);
	readkey;
	closegraph;
	writeln('EQM regCirculaire= ',statRC:3:4);
	readkey;
end;

procedure Menu;
var b:byte; boucle:boolean;
begin
	writeln('******************************');
	writeln('* PROGRAMME de DEMONSTRATION *');
	writeln('******************************');
	writeln;
	writeln(' NB : Un ou plusieurs CR sont necessaire pour fermer la console graphique');
	writeln(' sinon il faut fermer cette fenetre manuellement');
	writeln;
	writeln('1. lissageSimple');
	writeln('2. lissageMultiple');
	writeln('3. Matrice Test');
	writeln('4. Arc en Bezier');
	writeln('5. Regression Polynonimiale');
	writeln('6. Regression circulaire');
	writeln('7. Sortie Exit');
	boucle:=true;
	while boucle do
    begin
		boucle:=false;
		write('Choix : ');
		readln(b);
		c:=b;
		writeln;
		case b of
           1:lissageSimple;
           2:lissageMultiple;
           3:testMat;
		   4:Arc;
		   5:regPolynom;
		   6:RegCirculaire;
		   7:exit;
        else boucle:=true;
        end;
	end;
end;


begin
	menu;
  	while C <> 7
	do 
	Begin
		menu;
	end;
	
end.


//lissageSimple;
//lissageMultiple;
//testMat;
//Arc;
//regPolynom;
//RegCirculaire;

End.




		% pts avec 3 inflex et lissage de 2 pts à la fin

		50		30

		65		65

		71		74

		86		73

		98		68

		110		72

		118		80

		120		90

		119		100

		133		110

		144		103

		152		94

		154		84

		170		76




%points M page 30
8 6
15 16
23 25
35 30
53 32
65 28
76 22



%Progression créé avec F(x) = 2x³ + 3x² + x +1 (page 21 du formulaire)
-1.000 1.00000000000000000000
-0.850 1.08925000000000010000
-0.700 1.08400000000000010000
-0.550 1.02475000000000000000
-0.400 0.95199999999999996000
-0.250 0.90625000000000000000
-0.100 0.92799999999999994000
0.050 1.05775000000000000000
0.200 1.33599999999999990000
0.350 1.80325000000000000000
0.500 2.49999999999999960000







