IN 103 : Introduction a Matlab Projet Vibrations de plaques

Vibrations des plaques minces

Le but de ce projet est de simuler les vibrations d'une plagatangulaire mince
lorsqu’elle est sujette a des efforts simples. Les vibretide la plaque sont régies
par une équation aux dérivées partielles que I'on résolparaprojection modale.
L'excitation considérée sera un choc bref, que I'on appeogtpar un effort impul-
sionnel représenté par une distribution de Dirac. A I'aigs grogrammes, diverses
analyses seront menées afin de mettre en évidence le roldfideends parameétres
physiques (analyse en fréquence, écoute du son produd pidue). Plusieurs simu-
lations seront faites, en variant les parametres géonuésifongueur, largeur et épais-
seur), et en changeant la nature du matériau, ou uniquemmerinsortissement.

1 Définitions
On considére une plaque mince, dont I'épaisgeast faible devant la longueuret la largeumn, et

I'on supposera dans tout le projet que I'’hypothése desgsgpierturbations (H.P.P : petits déplacements
et petites déformations) est vérifiée. La plaque est sitaés k& plar{z, ), et le déplacement transverse,

qui est I'inconnue du probléme, est natér, y, t).
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Figure 1. Plague rectangulaire, de dimension$ et d’épaisseuk.

L'éguation qui gouverne les vibrations est donnée par legteodeKirchhof-Love

DAAw + c +mio = f(x,y,t). (1)

Dans cette équatiomy est la masse surfacique (en kgindu matériau{x = ph, ol p est la masse
volumique), etD représente la raideur en flexion de la plaque:
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ou E est le module d’Young du matériau,eson coefficient de Poisson.

f(x,y,t) représente les efforts surfaciques extérieurs appliquéasptaque (en N.m?). Enfin, le
termecw est un amortissement visquead hocque I'on a rajouté au modele, et que I'on affinera par la
suite. Enfin A représente I'opérateur laplacien, de telle sorte que, erdomnées cartésiennes, on a :

ot o o
AA = <@ tat 278x28y2) (3)

On considére des conditions aux limites de type “simplersepporté”:

2

w=0 et 0_w:0 en r=0 et z=a, (4a)
ox?
2

w=0 e Z%_0 en y=0 et y—b (4b)
ox?

Comme la plupart des problemes de la physique, les mouversent régis par une équation aux
dérivées partielles (EDP) en temps et en espace, dont onnmait@as de solution analytique. Des
meéthodes d’approximation doivent donc étre mises en cewowe |p résolution. Dans le cadre de ce
projet, on utilisera la technique de projection modale quésrappelons ci-apres.

On s’intéresse dans un premier temps aux vibrations liinesreamorties de la plaque, de telle sorte
que, dans I'équation (1),(x,y,t) = 0 etc = 0. On recherche alors les mouvements harmonigues,
on cherche les solutions sous la forme(zx, y, t) = ®(z, y) exp(iwt), 0Uw est une pulsation donnée. I
vient alors:

mw?

AAD — 20 = 0 (5)

On ajoute comme condition sdr(x, y) qu’elle doit vérifier les conditions aux limites (4). Un calc
simple montre qu’une infinité de solutions vérifient cettaaiipn. Elles sontindexées par deux nombres
entiers naturels, et q, et s’écrivent:

() 0

A chacune de ces fonctions propres correspond une pulgatdpne, qui est a la fréquence des oscilla-
tions du mode considéré:
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®, ,(x,y) = Asin <Zﬂ> sin
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(7)

Wp.q

Une propriété essentielle des fonctions propres tientiagudalles sont orthogonales vis a vis du produit
scalaire:

a b
<6 >= / / o,y (i, y)cadly. ®)

On peut alors choisir la constantede I'équation (6), de telle sorte que la famille des fonaiph,, ; }, g=1... 40
forme une base orthonormée par rapport au produit scaléfieighar (8). Soit finalement:

D, ,(x,y) = \/%) sin (%) sin <%> : 9)

Une fois ce calcul réalisé, la propriété fondamentale d@mbrmalité est mise a profit pour projeter
la solution sur la base des modes propres, ce qui hous peendedupler les variables temps et espace,

2



et de se ramener a un probléme ne dépendant plus que du tempapfbse que I'on peut décomposer
le déplacement inconnu(z, y, t) selon:

w(z,y,t) ZX (10)

oun est un indice a deux entiers naturels permettant de numéestenodes n = (p, q), et X,,(¢) est
appelé I'amplitude modale du mode considéré. En reportexpression (10) dans I'équation initiale
(1), puis en faisant le produit scalaire par un mode dobyi&, y), on obtient finalement un ensemble
d’équations aux dérivées ordinaires gouvernant la dynaenétg chacune des amplitudes modales:

Vp=1..+00, X,+ %Xp +w2X, = F,(t) (11)

ou F,(t) = & fO fO z,y,t)®,(x,y)dxdy. Les avantages de cette formulation sont multiples. Tout
d abord Ie probleme a été en quelque sorte résolu spataieruisque les seules inconnues restantes
désormais sont les amplitudes modales de chaque magét). De plus, les équations gouvernant la
dynamique desX,(¢) sont tres simples : il s’agit d'équations d'oscillateurselires amortis que I'on
sait résoudre dans de nombreux cas. Enfin, les oscillatentsiécouplés, si bien que I'on peut user de
la propriété fondamentale deiperpositionpropres aux problemes linéaires : on peut calculer indépen
damment la solution de chaque amplitude modale, puis rec@mtoutes les solutions obtenues via (10)
afin de reconstruire le déplacementz, y, t).

Le but du projet est de programmer en Matlab les étapes régp&n introduction, ainsi que de
résoudre les équations dynamiques (11) afin de pouvoir smhréponse de la plaque dans le cas de
forcages simples. On considerera d’abord le cas d’un fergagulsionnel, pour lequel on dispose d’'une
solution analytique. La programmation permettra de fanguge un certain nombre d’analyse qui seront
exploitées : visualisation des oscillations de la plaqgeute du son produit, analyse spectrale. Si le
temps le permet, on programmera ensuite le cas d’'une arcitahrmonique transitoire, pour laquelle
la résolution dynamique se fait par intégration temporditecte des équations (11), ce qui correspond
aux cas généralement rencontrés en pratique, ou I'on neadgras la solution analytique.

Une attention particuliere sera portée au terme d’amenment. Afin d’avoir des simulations plus
réalistes, le termé X, sera différencié en fonction de la fréquence du mode. Oreéddnc de maniére
générigue un amortissement différent pour chaque mod®reatimensionera par la fréquence afin de
s’abstraire d’éventuels changements de dimensions gégomex de la plaque. Finalement, on remplac-
era donc systématiquemefty, par : 2¢,w, X,

2 Calcul des modes propres

Le début du projet consiste a écrire quelques fonctions Isgngonnant les résultats fondamen-
taux dont on aura besoin pour I'analyse : modes propres etitors propres, selon les formules (9) et
(7). Il est demandé de mettre systématiquement (quandriéesssaire) comme arguments d’entrée les
parametres physiques de la plaque b, h, F, v etm. Des valeurs numériques correspondants aux cas
d’'une plaque en aluminium, en verre et en bois sont donnétiss®.

e Ecrire un programme matlab qui prend comme arguments lesyggres physiques de la plaque,
et renvoit les déformées modales, ainsi que les pulsatiapsgs.On pourra utiliser les fonctions
: mesh et meshgri d pour la représentation tridimensionelle, ainsi qaert pour trier les
modes par ordre croissant de fréquences.



e Vérifier numériquement la propriété d’orthonormalité desd®s propres.
On pourra utiliser la fonction dbl quad.

e Représenter les modes propres. Ecrire une fonction preoamne argument des valeurs données
d’amplitudes modales, et qui reconstruit le déplacement y) correspondant.
On pourra utiliser les fonctionsr epmat etsum

NB: A la fin de la séance 2, cette partie devra étre achevée.

3 Reponse de la plaque a une excitation impulsionnelle

Le but de cette partie est de calculer la réponse vibrat@réadolague a une excitation de type
impulsionnelle que I'on supposera, en premiere approxonaétre une impulsion de Dirac. On suppose
de plus que cette impulsion est donnée en un point précisgladae notéz,, 1,). La force extérieure
a considérer s’écrit donc:

f(fli’, Y, t) = 5(1‘ - ZL‘Q)(;(y - yO)é(t) (12)
Si bien que la dynamique a résoudre s’écrit:
Vp=1.+o00, X,+25w,X,+w2X,=F,t), (13)
Et F,(t) vaut simplement:
1
F,(t) = Eép(xo, Y0)o(t) = F,0(1). (14)

La solution de chaque équation modale est alors donnéeesimepit par:

X,(t) = o exp(—&pwpt)sin(wpt), (15)

Wpy

ou la pulsationu,, vaut:

Wpy = wWpy /1 — &2 (16)

e Ecrire une fonction prenant comme argument le point d’'ingag, 1,) et renvoyant les valeurs
de la force a appliquer sur chaque oscillateur modal.

e Ecrire une fonction calculant la réponse temporelle, sildarmule (15). On s’attachera a définir
proprement I'axe temporel.

e Représenter et animer la solution. Faites varier le nomemaddes pris en compte dans la simu-
lation.

4 Analyse des résultats

Afin d’analyser les résultats obtenus et vérifier leur pertite physique, on pourra :

e Faire varier les dimensions géométriques( eth), afin de voir leurs influences sur les fréquences
propres.



e Modifier les propriétés du matériau, en utilisant les vadalonnées section 6.
e Tracer des spectrogrammes des signaux calculés (cf. éorgpiecgr an).

e Ecouter le son produit par un point de la plaque. Pour ce,faireltilisera le fait que, en premiére
approximation, la pression est proportionnelle a I'ac@lén de la plague. On choisira donc un
point particulier de la plaque, pour lequel on a déja calsolédéplacement. Par dérivation, on en
déduira I'accélération, que I'on écoutera grace a la famtioundsc.

5 Reponse de la plaque a une excitation sinusoidale transite

On s’intéresse ici au calcul de la réponse temporelle dedqud, lorsqu’on lui impose un forcage
sinusoidal transitoire, appliqué en un point dofing€ y,). La force considérée s’écrit donc :

f@,y,t) = 0(x = 20)0(y — yo)s(t) sin (1), 17

ou (2 est la pulsation extérieure imposée a la plaque(gtune enveloppe choisie de telle sorte que :
— entre l'instant = 0 ett = ¢;, on augmente linéairement I'amplitude du for¢cage de 0 a afeuvA,
—entret = t; ett = tp, 'amplitude est gardée constante, égalé. a
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Figure 2: Représentation de I'excitatisft) sin({2t) considérée.

Afin de calculer la dynamique résultante de ce forcage, ipkst simple d’intégrer directement les
éguations modales, qui auront la forme :

Vp=1. 400, X,+25,w,X,+ w2 X, = F, s(t)sin(Qt), (18)
ou F, = ®,(xg, y0) / m.

e Programmer la résolution temporelle du systéme (18). Itesseillé d’écrire plusieurs fonctions
pour simplifier latache : une fonction calculant le vecteucé en fonction du point d’impact, ainsi
gu’une autre renvoyant le membre de gauche de I'équatiéailie.Pour I'intégration temporelle,
on utilisera les fonctionsode45 ouodel5s (cf. PC 6)

e Calculer les réponses pour différentes pulsatidret différents points d’'impact sur la plaque, et
animer les solutions afin de mettre en évidence le régimsitare. Commenter.

e Convergence modale : augmenter le nombre de modes pris guteaans la simulation afin de
mettre en évidence les différences.



6 Valeurs numériques

6.1 Données géométrigues

Il est fortement conseillé de laisser les parametres g&aquésa, b, eth comme données d’entrées
des programmes, afin de les laisser au choix de I'utilisateeci permettra de plus d’analyser les résul-
tats et d’'interpréter les phénomeénes physiques pour diffés valeurs. Cependant, pour commencer les
calculs, on pourra choisir par exemple:

a=0.25m
b=0.35m
h=2mm

6.2 Aluminium

On prendra les valeurs suivantes pour les constantes aggaaradans le probleme :

= 2660 kg.n?
E =69 GPa
v =0.33

Pour I'amortissement, on pourra prendre par exemple:&, = 1/w,,.

6.3 Verre
Pour le verre, on prendra les valeurs suivantes pour lesaotes apparaissant dans le probleme :
p = 2550 kg.nT3
E=76 GPa
r=0.23

Pour 'amortissement, on pourra prendre par exemple:&, = 0.0015.

6.4 Bois

On pourra prendre des valeurs qui se rapprochent du boisndapt il faut bien avoir a I'esprit que
I'on a fait une hypothese supplémentaire un peu forte, stansi & considérer que le bois est isotrope, ce
qui n’est pas vrai en réalité. Pour une modélisation plusipeedu bois, il faudrait changer I'équation
de départ pour tenir compte de I'anisotropie.

A des fins d’écoute, on pourra cependant faire une simulavec un matériau en “bois isotrope”,
avec les valeurs suivantes:

p =388 kg.nT?
E=77.3 GPa
v =0.26

Pour 'amortissement, on pourra prendre par exemple:&, = 0.003.



