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2. Résolution d’un système d’équations

Ce problème, également classique en traitement numérique, généralise le problème précédent
à un système de n équations à n inconnues.
On distingue deux grandes classes de problèmes : les systèmes linéaires, relativement simples
d’un point de vue purement algorithmique, et les systèmes non linéaires, beaucoup plus
délicats à traiter.

2.1. Les systèmes linéaires

Les systèmes linéaires sont relativement simples d’un point de vue mathématique,
précisément en raison de la linéarité des équations. On peut mettre en œuvre deux types de
méthodes numériques :
1. les méthodes directes, qui consistent à manipuler directement les équations pour les

résoudre,
2. les méthodes itératives, qui consistent à obtenir la solution par convergence d’un

processus itératif.

2.1.1. Première méthode : la méthode du pivot de Gauss

Cette méthode est la plus simple et la plus classique, elle correspond exactement à ce que l’on
fait "à la main" :
• de la première équation, on exprime la première inconnue x1 en fonction des autres

inconnues, puis on substitue cette expression dans les autres équations du systèmes,
faisant apparaître ainsi un sous-système dans lequel x1 n’intervient pas,

• on itère le même schéma jusqu’à ce que la matrice du système devienne triangulaire
supérieure (toute la partie inférieure de la matrice – sous la diagonale – est remplie de
zéros),

• une fois la triangularisation terminée, on calcule xn, puis xn-1, et ainsi de suite jusqu’à x1 ;
les différentes solutions sont ainsi calculées de proche en proche.

Le principe de triangularisation permet ainsi de transformer le système initial
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par un système triangulaire équivalent de la forme
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Pour éliminer x1 de la première équation, on divise par le coefficient a11 de la matrice ; ce
coefficient s’appelle le pivot. Il est clairement indispensable que ce coefficient ne soit pas nul.
Néanmoins, ce critère, parfaitement acceptable mathématiquement, n’est pas suffisant
numériquement. En effet, ce coefficient peut être très faible, entraînant ainsi l’apparition de
très grandes valeurs, et donc de grands risques d’imprécisions et d’erreurs numériques.
En fait, la méthode du pivot de Gauss est rigoureuse mathématiquement, mais elle conduit
généralement à de nombreux calculs ; la méthode est donc assez sensible aux erreurs
numériques, en particulier pour les systèmes de grande taille.

Une implémentation de cette méthode doit donc impérativement mettre en œuvre une
stratégie de choix du pivot, consistant à recherche le plus grand pivot en valeur absolue ou en
module si l’on utilise une matrice à valeurs complexes. On a pour cela plusieurs possibilités :
• la première méthode, la plus simple, consiste à observer que l’on peut indifféremment

inverser l’ordre des équations, sans changer le système ni sa solution ; on recherche donc
le pivot défini par 1

1
max i

ni
a

≤≤
 et on permute les équations si nécessaire : la recherche du plus

grand pivot se fait donc par colonne,
• la deuxième méthode consiste à rechercher le plus grand pivot par ligne plutôt que par

colonne ; on recherche donc le pivot défini par i
ni

a1
1
max

≤≤
 : l’inconvénient majeur de cette

méthode est qu’elle ne conserve pas le système initial, mais qu’il faut obligatoirement
tenir compte d’un réagencement des solutions ; cette méthode est donc plus compliquée
que la précédente puisque le programme doit mémoriser toute la séquence de
réagencements successifs afin de pouvoir remettre les solutions dans le bon ordre,

• la troisième méthode consiste à mixer les deux méthodes précédentes, et donc à chercher
le pivot défini par ( )11

1
,max ii

ni
aa

≤≤
 ; la recherche se fait donc sur lignes et colonnes : cette

méthode a généralement les mêmes inconvénients que la précédente.

Exemple illustrant l’importance du choix du pivot

On considère les deux systèmes suivants :
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Après extraction de x1 de la première équation, ces deux systèmes deviennent :
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Utilisant des réels double précision, on obtient alors les solutions suivantes :
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Système I Système II Système I Système II
k=10 x1=0.5

x2=0.5
x1=0.5
x2=0.5

k=14 x1=0.5
x2=0.5

x1=0.499600
x2=0.5

k=12 x1=0.5
x2=0.5

x1=0.499989
x2=0.5

k=16 x1=0.5
x2=0.5

x1=1.110223
x2=0.5

On constate donc que la résolution du système II donne des résultats erronés dès que k devient
suffisamment grand, alors que la résolution du système I reste parfaitement stable.

Le programme ci-dessous illustre une implémentation de cette méthode de résolution ; il est
constitué des blocs suivants :
• les quatre premières fonctions alloc_vecteur, free_vecteur, alloc_matrice

et free_matrice sont des fonctions générales permettant de gérer dynamiquement le
stockage des matrices et vecteurs ; ces fonctions sont utilisées ici, mais ne font pas partie
de l’algorithme du pivot de Gauss,

• les fonctions trouve_pivot, permute_lignes et gauss correspondent à la
résolution par le pivot de Gauss,

• la fonction controle n’est là que pour vérifier que la solution trouvée satisfait bien le
système initial,

• enfin, les fonctions frandom et main permettent de tester avec un exemple particulier.

#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <malloc.h>

#define EPS 1.0E-12

//--------------------------------------------------------------
// Fonction d’allocation d’un vecteur (n)
//--------------------------------------------------------------
double * alloc_vecteur (int n)

{
    return (double *)malloc(n*sizeof(double));
}

//--------------------------------------------------------------
// Fonction de désallocation d'un vecteur (n)
//--------------------------------------------------------------
void free_vecteur (double *v)

{
    if (v!=NULL) free((void *)v);
}

//--------------------------------------------------------------
// Fonction d'allocation d'une matrice (n,n)
// Remarque : on désalloue en cas d’échec en cours !
//--------------------------------------------------------------
double ** alloc_matrice (int n)

{
    double **a;

    a=(double **)malloc(n*sizeof(double *));
    if (a!=NULL) {
        for (int i=0; i<n; i++) {
            a[i]=(double *)malloc(n*sizeof(double));
            if (a[i]==NULL) {
                for (int j=0; j<i; j++) free((void *)a[j]);
                free((void *)a);
                return NULL;
            }
        }
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    }
    return a;
}

//--------------------------------------------------------------
// Fonction de désallocation d'une matrice (n,n)
//--------------------------------------------------------------
void free_matrice (double **a, int n)

{
    if (a!=NULL) {
        for (int i=0; i<n; i++) if (a[i]!=NULL) free((void *)a[i]);
        free((void *)a);
    }
}

//--------------------------------------------------------------
// Fonction de recherche du pivot maximum sur une colonne
// et à partir d'une ligne spécifiée
//--------------------------------------------------------------
int trouve_pivot (double **A, int n,
                  int ligne, int colonne)

{
    double v,max;
    int i,pivot;

    for (i=ligne, max=0.0; i<n; i++) {
        v=fabs(A[i][colonne]);
        if (v>max) {
            pivot=i; // pivot identifie la ligne contenant le pivot max.
            max=v;
        }
    }
    if (max<EPS) pivot=-1; // pivot trop petit !
    return pivot;
}

//--------------------------------------------------------------
// Fonction de permutation de 2 lignes de la matrice
//--------------------------------------------------------------
void permute_lignes (double **A, double *b, int n,
                     int ligne1, int ligne2)

{
    double x;

    for (int colonne=0; colonne<n; colonne++) {
        x=A[ligne1][colonne];
        A[ligne1][colonne]=A[ligne2][colonne];
        A[ligne2][colonne]=x;
    }
    x=b[ligne1];
    b[ligne1]=b[ligne2];
    b[ligne2]=x;
}

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction cherche la solution du système ax=b
// a est la matrice (n,n), b le second membre (n) et x la solution
// trouvée (n), n est la dimension du système.
// La méthode de Gauss modifie a et b. Pour éviter ce problème, on
// duplique a dans A, b dans B, et on utilise A et B pour la méthode
// du pivot de Gauss. On ne modifie donc ni a ni b.
// Valeur retournée : 0 en cas d'erreur
//                    1 en cas de succès
//--------------------------------------------------------------
int gauss (double **a, double *b, double *x, int n)

{
    int err,pivot,indpivot,ligne,colonne;
    double **A,*B,coef;

    A=alloc_matrice(n); if (A==NULL) return 0; // allocation matrice A
    B=alloc_vecteur(n); // allocation vecteur B
    if (B==NULL) {
        free_matrice(A,n);
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        return 0;
    }

    for (ligne=0; ligne<n; ligne++) { // copie de a dans A
        for (colonne=0; colonne<n; colonne++) // et de b dans B
            A[ligne][colonne]=a[ligne][colonne];
        B[ligne]=b[ligne];
    }

    err=1; // code d’erreur
    for (pivot=0; pivot<n-1; pivot++) {
        indpivot=trouve_pivot(A,n,pivot,pivot); // recherche du pivot max.
        if (indpivot==-1) { // problème : pas de pivot satisfaisant
            err=0;
            break;
        }
        if (pivot!=indpivot) // permutation lignes si nécessaire
            permute_lignes(A,B,n,pivot,indpivot);

        for (ligne=1+pivot; ligne<n; ligne++) { // calcul de la nouvelle matrice
            coef=A[ligne][pivot]/A[pivot][pivot];
            A[ligne][pivot]=0.0;
            for (colonne=1+pivot; colonne<n; colonne++)
                A[ligne][colonne]-=A[pivot][colonne]*coef;
            B[ligne]-=B[pivot]*coef; // et du nouveau second membre
        }
        if (fabs(A[pivot][pivot])<EPS) { // pivot trop petit : problème dans
            err=0; // la résolution finale du système
            break;
        }
    }

    if (err==1) { // si on n’a pas rencontré d’erreur
        for (ligne=n-1; ligne>=0; ligne--) { // calcul des solutions, en remontant de
            coef=B[ligne]; // la dernière jusqu’à la première
            for (colonne=1+ligne; colonne<n; colonne++)
                coef-=A[ligne][colonne]*x[colonne];
            x[ligne]=coef/A[ligne][ligne];
        }
    }

    free_matrice(A,n); // désallocation de A
    free_vecteur(B); // désallocation de B

    return err;
}

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction calcule (et affiche) la différence Ax-b (contrôle)
//--------------------------------------------------------------
void controle (double **a, double *b, double *x, int n)

{
    double d;

    printf("Vecteur Ax-b :\n");
    for (int i=0; i<n; i++) {
        d=-b[i];
        for (int j=0; j<n; j++) d+=a[i][j]*x[j];
        printf("%9.2le ",d);
    }
    printf("\n");
}

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction renvoie un nombre aléatoire entre –range et +range
//--------------------------------------------------------------
double random (double range)

{
    return range*(1.0-2.0*(double)rand()/RAND_MAX);
}

//--------------------------------------------------------------
// Exemple d’appel de la fonction gauss
// 1. on alloue dynamiquement a et b (x=b+n)
// 2. la matrice a est aléatoire entre –1 et +1, idem pour b
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// 3. on affiche a et b
// 4. on calcule la solution x par la fonction gauss
// 5. on affiche x, puis la différence (ax-b)
// 6. on désalloue a et b
//--------------------------------------------------------------
main ()

{
    double **a,*b,*x;
    int n=5;

    a=alloc_matrice(n); if (a==NULL) return 0;
    b=alloc_vecteur(2*n);
    if (b==NULL) {
        free_matrice(a,n);
        return 0;
    }
    x=b+n;

    for (int i=0; i<n; i++) {
        for (int j=0; j<n; j++) a[i][j]=random(1.0);
        b[i]=random(1.0);
    }

    printf("Matrice a :\n");
    for (int i=0; i<n; i++) {
        for (int j=0; j<n; j++) printf("%9.6lf ",a[i][j]);
        printf("\n");
    }
    printf("Vecteur b :\n");
    for (int i=0; i<n; i++) printf("%9.6lf ",b[i]);
    printf("\n");

    int err=gauss(a,b,x,n);
    printf("Retour de la fonction gauss : %d\n",err);
    printf("Solution x :\n");
    for (int i=0; i<n; i++) printf("%9.6lf ",x[i]);
    printf("\n");

    controle(a,b,x,n);

    free_matrice(a,n);
    free_vecteur(b);

    return 0;
}

L’exécution de ce programme nous donne les affichages suivants :
Matrice a :
-0.027741  0.648549  0.382733 -0.069063 -0.895260
-0.404462  0.547166  0.010468  0.750603  0.832209
 0.445540  0.263894 -0.966918 -0.070772 -0.531358
-0.534288 -0.560472 -0.645924  0.696158 -0.250954
 0.306192 -0.834407 -0.039521  0.197668 -0.213538
Vecteur b :
 0.656545  0.220740 -0.292947  0.370647 -0.570849
Retour de la fonction gauss : 1
Solution x :
-1.136294  0.336847  0.100867 -0.119715 -0.401769
Vecteur Ax-b :
 5.55e-17 -1.11e-16  8.33e-17 -6.94e-17  4.16e-17

On vérifie ainsi que la résolution du système fonctionne bien, la différence Ax-b étant de
l’ordre de 10-16.

2.1.2. Deuxième méthode : la méthode par décomposition LU

Si la matrice A peut s’écrire sous la forme A=LU, où L et U sont des matrices triangulaires
inférieure et supérieure respectivement, alors le système Ax=b peut se décomposer en deux
sous-systèmes Ly=b et Ux=y.
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Les matrices L et U étant triangulaires, la résolution de chacun de ces deux sous-systèmes est
immédiate :
• Ly=b : on calcule y1, y2, … yn (forward substitution),
• Ux=y : on calcule xn, xn-1, … x1 (backward substitution).

Reste à calculer cette décomposition. On suppose les matrices définies par leurs coefficients

( ) ( ) ( ) jijiaAUL ijijijijij >=<====  si 0     , si 0     ,          βαβα

Par définition du produit matriciel A=LU, on a

jia
n

k
kjikij ,     ,

1

∀= ∑
=

βα

On a alors trois cas de figures possibles :

jia

jia

jia

ijjjijji

ijjjiiji

ijijiiji

>=++
==++
<=++

 si

 si

 si

11

11

11

βαβα
βαβα
βαβα

L

L

L

Cela nous conduit donc à n2 équations, (n2+n)/2 inconnues ijα  et (n2+n)/2 inconnues ijβ . Il en

résulte que l’on a n inconnues de trop par rapport au nombre d’équations. On va donc imposer
n valeurs particulières et ensuite déterminer les autres valeurs manquantes.
On se ramène ainsi à un système linéaire de n équations à n inconnues. Cela peut donner
l’impression de ne pas beaucoup avancer puisque c’est précisément le problème que l’on
cherche à résoudre avec la matrice A. En fait, l’intérêt de cette méthode est que la
détermination des coefficients ijα  et ijβ  peut se faire de façon immédiate, sans manipuler le

système d’équations. Il s’agit là de l’algorithme de Crout qui consiste à réagencer les
équations dans un ordre adéquat. Cette méthode peut être décrite par le diagramme suivant :

• iii ∀=  ,1α
• boucle sur j variant de 1 à n

• pour i variant de 1 à j, calcul de ijβ  par la formule ∑
−

=

−=
1

1

i

k
kjikijij a βαβ

• pour i variant de j+1 à n, calcul de ijα  par la formule 




 −= ∑

−

=

1

1

i

k
kjikijij a βαα

On peut vérifier que cette méthode n’utilise à tout instant que des valeurs ijα  et ijβ
précédemment calculées, ce qui signifie que cette décomposition est parfaitement résolue
numériquement.

Remarque : les méthodes de décomposition LU  peuvent également mettre en œuvre un
choix de pivot par permutation de colonnes de la matrice A ; cela rend la programmation plus
délicate, mais l’algorithme gagne en stabilité numérique.



8

On peut modifier le programme précédent en définissant les fonctions suivantes :

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction initialise tous les éléments de la matrice A à 0
//--------------------------------------------------------------
void zero_matrice (double **A, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++)
    for (int j=0; j<n; j++) A[i][j]=0.0;
}

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction calcule la décomposition A=LU suivant
// l’algorithme de Crout
//--------------------------------------------------------------
void crout (double **A, double **L, double **U, int n)

{
    int i,j,k;

    zero_matrice(L,n);
    zero_matrice(U,n);
    for (i=0; i<n; i++) L[i][i]=1.0;

    for (j=0; j<n; j++) {
        for (i=0; i<=j; i++) {
            U[i][j]=A[i][j];
            for (k=0; k<i; k++) U[i][j]-=L[i][k]*U[k][j];
        }
        for (i=j+1; i<n; i++) {
            L[i][j]=A[i][j];
            for (k=0; k<j; k++) L[i][j]-=L[i][k]*U[k][j];
            L[i][j]/=U[j][j];
        }
    }
}

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction résoud le système Ly=b, L étant triangulaire
// inférieure (forward substitution)
//--------------------------------------------------------------
void forward (double **L, double *b, double *y, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++) {
        y[i]=b[i];
        for (int j=0; j<i; j++) y[i]-=L[i][j]*y[j];
        y[i]/=L[i][i];
    }
}

//--------------------------------------------------------------
// Cette fonction résoud le système Ux=y, U étant triangulaire
// supérieure (backward substitution)
//--------------------------------------------------------------
void backward (double **U, double *y, double *x, int n)

{
    for (int i=n-1; i>=0; i--) {
        x[i]=y[i];
        for (int j=i+1; j<n; j++) x[i]-=U[i][j]*x[j];
        x[i]/=U[i][i];
    }
}

//--------------------------------------------------------------
// Extrait de la fonction main
//--------------------------------------------------------------
    ...
    crout(A,L,U,n);
    forward(L,b,y,n);
    backward(U,y,x,n);
    ...
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2.1.3. Troisième méthode : la méthode itérative de Jacobi

La méthode itérative de Jacobi est fondée sur une recherche de point fixe, c’est-à-dire que
l’on transforme le système initial Ax=b en l’exprimant de la façon équivalente x=Bx+c.

Pour la mise en œuvre de cette méthode, il est nécessaire de revenir à quelques notions
mathématiques simples.

A partir de la norme d’un vecteur, on peut introduire la norme d’une matrice par la définition

x

Ax
A

x 0
max

≠
=

On peut alors aisément démontrer que cet opérateur satisfait toutes les propriétés d’une
norme. D’autre part, on a BAAB ×≤ .

Théorème : si 1<B , le système x=Bx+c a une solution unique xs et l’itération xn+1=Bxn+c

converge quel que soit le vecteur initial x0.

• convergence : supposant l’existence et l’unicité de xs, on a

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s
n

snsnsnsn xxBxxBxxBcBxcBxxx −==−=−=+−+=− +
−+ 0

1
1

2
1 L

Il en résulte donc

( ) s

n

s
n

s
n

sn xxBxxBxxBxx −×≤−×≤−=− +++
+ 0

1

0
1

0
1

1

Si 1<B , on a naturellement 0lim 1 =−+∞→ sn
n

xx , ce qui assure la convergence de l’itération

quel que soit le vecteur initial x0.

• existence et unicité de xs :
le système définissant xs est (I-B)xs=c ; il est donc nécessaire et suffisant de montrer que la
matrice I-B est inversible.
Supposons cette matrice non inversible : il existe un vecteur 0≠rx  tel que Bxr=xr, soit encore

rrr xBxBx ×≤=

Si 1<B , une telle inégalité est impossible avec 0≠rx .

En fait, on peut montrer qu’une condition nécessaire et suffisante de convergence est que le
rayon spectral de la matrice B soit inférieur à 1 (le rayon spectral de B est défini comme la
plus grande valeur propre, en valeur absolue, de BtB).

Transformation du système initial : pour un système Ax=b, le problème est maintenant de
trouver B et c tels que le système x=Bx+c soit équivalent au système initial.
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Soit K une matrice inversible quelconque :

( ) cBxxbAxKxxbAx +=⇔−−=⇔= −1

avec AKIB 1−−=  et bKc 1−= . On a alors autant de méthodes itératives possibles que de
choix de la matrice K.

On décompose la matrice A sous la forme A=L+U+D, où
• L est triangulaire inférieure à diagonale nulle,
• U est triangulaire supérieure à diagonale nulle,
• D est diagonale.
Cette décomposition correspond en fait à

ijiiij
ij

ij
ij

ij aD
ji

jia
U

ji

jia
L δ=


≥
<

=


≤
>

=      
 si0

 si
     

 si0

 si

La méthode de Jacobi consiste à choisir K=D, sous réserve que les coefficients diagonaux de
la matrice soient tous non nuls. On en déduit alors l’itération

( ) ( )[ ]bxDADbDxADIx nnn −−−=+−= −−−
+

111
1

que l’on peut réécrire









−−= ∑

≠
+ i

ij
njij

ii
ni bxa

a
x ,1,

1

2.1.4. Quatrième méthode : la méthode itérative de Gauss-Seidel

La méthode itérative de Gauss-Seidel est similaire à la précédente, elle consiste simplement
en un choix différent de la matrice K.
De même que dans l’itération de Jacobi, on suppose que les termes diagonaux de la matrice A
sont tous non nuls, et on choisit K=L+D. On en déduit alors l’itération suivante :

( ) ( ) [ ]bUxLxDxbAxDLxx nnnnnn −+−=⇒−+−= +
−

+
−

+ 1
1

1
1

1           

que l’on peut réécrire









−+−= ∑∑

><
++ i

ij
njij

ij
njij

ii
ni bxaxa

a
x ,1,1,

1

A condition de calculer les composantes 1, +nix  pour i croissant, cette expression détermine

parfaitement le vecteur 1+nx .

Les itérations de Jacobi et Gauss-Seidel sont similaires par le principe. La principale
différence réside dans le fait que Jacobi utilise uniquement l’itération n pour calculer
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l’itération n+1, alors que Gauss-Seidel utilise à la fois l’itération n et les résultats antérieurs
de l’itération n+1. Par conséquent, on peut intuitivement prévoir les comportements suivants :
• en cas de convergence, Gauss-Seidel convergera plus rapidement que Jacobi,
• en cas de divergence, Gauss-Seidel divergera plus rapidement aussi !

2.1.5. Les critères d’arrêt de l’itération

Afin d’éviter que les calculs s’éternisent, il est nécessaire de prévoir plusieurs critères d’arrêt.
On peut citer les critères les plus fréquemment utilisés :
• ε<−+ nn xx 1  : convergence absolue,

• nnn xxx ε<−+1  : convergence relative,

• n<N : nombre maximal d’itérations.

Les fonctions écrites ci-dessous permettent la mise en œuvre de ces deux méthodes itératives.
A l’exécution, on peut par exemple tester le comportement de ces itérations avec des matrices
à coefficients aléatoires. En pratique, on observe que la convergence ne s’obtient que pour des
matrices à diagonale dominante.

//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction renvoie la norme d’un vecteur
//----------------------------------------------------------------------
double module (double *x, int n)

{
    double m=0.0;

    for (int i=0; i<n; i++) m+=x[i]*x[i];
    return sqrt(m);
}

//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction calcule z=x-y
//----------------------------------------------------------------------
void diff (double *x, double *y, double *z, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++) z[i]=x[i]-y[i];
}

//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction copie x dans y
//----------------------------------------------------------------------
void dup (double *x, double *y, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++) y[i]=x[i];
}

//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction implémente l’itération de Jacobi
// a est la matrice, b le second membre, xn le vecteur solution de
// l’itération courante, xnp le vecteur solution de la prochaine itération
// (vecteur calculé par cette fonction)
//----------------------------------------------------------------------
void IterationJacobi (double **a, double *b,
                      double *xn, double *xnp, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++) {
        xnp[i]=b[i];
        for (int j=0; j<n; j++) if (i!=j) xnp[i]-=a[i][j]*xn[j];
        xnp[i]/=a[i][i];
    }
}
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//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction implémente l’itération de Gauss-Seidel
// a est la matrice, b le second membre, xn le vecteur solution de
// l’itération courante, xnp le vecteur solution de la prochaine itération
// (vecteur calculé par cette fonction)
//----------------------------------------------------------------------
void IterationGaussSeidel (double **a, double *b,
                           double *xn, double *xnp, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++) {
        xnp[i]=b[i];
        for (int j=0; j<i; j++) xnp[i]-=a[i][j]*xnp[j];
        for (int j=i+1; j<n; j++) xnp[i]-=a[i][j]*xn[j];
        xnp[i]/=a[i][i];
    }
}

//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction gère la boucle (Jacobi ou Gauss-Seidel)
//----------------------------------------------------------------------
void Iteration (double **a, double *b, int n,
                double eps,
                void fIteration (double **, double *, double *, double *, int))

{
    double m,*xn,*xnp,*ecart;
    int c=0;

    xn=alloc_vecteur(3*n);
    if (xn==NULL) return;
    xnp=xn+n;
    ecart=xnp+n;

    for (int i=0; i<n; i++) xn[i]=0.0; // vecteur initial nul
    do {
        c++;
        fIteration(a,b,xn,xnp,n); // fonction d’itération
        diff(xn,xnp,ecart,n); // calcul de xnp-xn
        dup(xnp,xn,n); // copie de xnp dans xn
        m=module(ecart,n);
        if (m<eps || // convergence
            1.0/m<eps || // divergence !
            c>100) break; // trop d’itérations
    } while (1);

    printf("%d iterations\n",c);
    controle(a,b,xn,n);

    free_vecteur(xn);
}

//--------------------------------------------------------------
// Extrait de la fonction main
//--------------------------------------------------------------
    ...
    Iteration(a,b,n,1.0e-10,IterationJacobi);
    Iteration(a,b,n,1.0e-10,IterationGaussSeidel);
    ...

2.2. Les systèmes non linéaires

Le cas des systèmes non linéaires est beaucoup plus délicat car les non-linéarités sont
génératrices d’instabilités numériques fortes.

Considérons l’exemple relativement simple du système suivant de deux équations à deux
inconnues :
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( ) ( )
( ) ( )
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L’équation ( ) 0,1 =yxf  correspond à une ligne courbe dans le plan xy ; de même pour

l’équation ( ) 0,2 =yxf . Le problème qui se pose alors consiste à rechercher les intersections
de ces lignes courbes. En outre, ces lignes courbes peuvent dans certains cas dégénérer en
simples points, ou encore en zones continues à deux dimensions (un demi-plan par exemple).
Le cas particulier des fonctions ci-dessus est illustré par le diagramme suivant :

-3.0 -1.5 0.0 1.5 3.0
x

-2.0 

-1.0 

0.0 

1.0 

2.0 
y

f1(x,y)=0

f2(x,y)=0

les équations ( ) 0,1 =yxf  et ( ) 0,2 =yxf
définissent des coniques dans le plan xy.

la résolution du système revient à chercher
toutes les intersections entre ces coniques ;
dans le cas présent, on constate aisément que
l’on a 8 solutions distinctes possibles.

Si on généralise à un système de n équations à n inconnues, les lignes courbes précédentes
sont généralement remplacées par des hyper-courbes de dimension n-1, ce qui rend le
problème encore plus complexe.

En fait, pour ces diverses raison, il n’y a pas de méthode miracle et universelle. On a
impérativement besoin de connaître et d’introduire dans le modèle numérique des
informations complémentaires sur le système à résoudre. Parmi les informations utiles, on
trouve les points suivants :
• le nombre de solutions distinctes ? en particulier peut-on attendre une solution unique ?
• la position approximative de ces solutions.
Toute autre information a priori sur le système est généralement bienvenue, sous réserve de
modifier en conséquence l’implémentation des méthodes numériques de résolution.

Sous réserve que l’on parvienne à cerner le problème posé, on peut simplifier le problème et
généraliser la méthode de Newton-Raphson à n dimensions.
Typiquement, le problème posé est du type

( )
( )

( )

( )n

nn

n

n

xxx

xxxf

xxxf

xxxf

,,,X : le vectorielnotation          
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0,,,
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=
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Au voisinage de X
r

, on peut écrire un développement de Taylor de chacune des fonctions fi

sous la forme classique suivante :
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Le principe de la méthode de Newton-Raphson repose alors sur les hypothèses suivantes :

• le vecteur X
r

 n’est pas très éloigné de la solution cherchée,

• on cherche alors X
r

δ  de sorte que XX
rr

δ+  se rapproche encore de la solution,
• on néglige tous les termes au-delà du second ordre dans le développement de Taylor ,

• on itère le processus jusqu’à ce que le terme correctif X
r

δ  soit assez faible.

Il en résulte alors le système d’équations suivant :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )XX          0XXXX
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On obtient alors un système linéaire de n équations à n inconnues qui sont les composantes du

vecteur X
r

δ . Il ne reste alors plus qu’à résoudre ce système par les méthodes classiques
adaptées à ce genre de problème.
La méthode de Newton-Raphson utilise donc l’organigramme suivant :

non

oui

0XX
rr

=

• calcul de la matrice ( )
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• calcul du vecteur second membre ( )X
r

ii fb −=

• résolution du système linéaire bA =X
r

δ

εδ <X
r • convergence

• X
r

 est la solution cherchée

FIN
XXX
rrr

δ+→

Le programme ci-dessous donne un exemple de programmation de cette méthode ; seules les
nouvelles fonctions sont indiquées ici.

//----------------------------------------------------------------------
// Cette fonction calcule x->x+dx
//----------------------------------------------------------------------
void add (double *x, double *dx, int n)

{
    for (int i=0; i<n; i++) x[i]+=dx[i];
}
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//----------------------------------------------------------------------
// Une fonction du système à résoudre recevra 2 paramètres :
// - 1 pointeur double *, correspondant aux composantes x1, x2, ...
// - 1 entier correspondant au nombre d’équations/inconnues
// Elle renverra un double correspondant à la valeur de la fonction
//----------------------------------------------------------------------
typedef double (*FONCTION)(double *, int);

//----------------------------------------------------------------------
// Le gradient d’une fonction du système à résoudre recevra 3 paramètres :
// - 1 pointeur double *, correspondant aux composantes x1, x2, ...
// - 1 pointeur double *, contenant en retour les composantes du gradient
//   en ce point
// - 1 entier correspondant au nombre d’équations/inconnues
// Elle ne renverra rien
//----------------------------------------------------------------------
typedef void (*GRADIENT)(double *, double *, int);

#define EPS 1.0e-12

//----------------------------------------------------------------------
// Fonction de résolution d’un système d’équations non linéaires
// - tabf : tableau des fonctions f1, f2 ...
// - tabg : tableau des gradients correspondants
// - x0   : estimation initiale de la solution
// - n    : nombre d’équations
// La fonction affiche l’état de la solution à chaque itération, puis la
// solution finalement trouvée et les valeurs des différentes fonctions
// en ce point.
// La fonction renvoie 1 si tout s’est bien passé, 0 en cas de problème
//----------------------------------------------------------------------
int newton (FONCTION *tabf, GRADIENT *tabg, double *x0, int n)

{
    int ok,c,i,j;
    double **a,*b,*x,*gx,*dx,m;

// On commence par quelques allocations mémoire
    a=alloc_matrice(n); if (a==NULL) return 0;
    b=alloc_vecteur(4*n);
    if (b==NULL) {
        free_matrice(a,n);
        return 0;
    }
    x=b+n;
    dx=x+n;
    gx=dx+n;

// x contient l’estimation courante de la solution, dx le terme correctif
    dup(x0,x,n);
    c=0;
    do {
        c++;
        for (i=0; i<n; i++) { // on remplit la matrice des gradients
            tabg[i](x,gx,n); // et le vecteur second membre
            for (j=0; j<n; j++) a[i][j]=gx[j];
            b[i]=-tabf[i](x,n);
        }
        ok=gauss(a,b,dx,n); // résolution du système linéaire
        if (!ok) break; // problème dans le pivot de Gauss !
        m=module(dx,n); // module du terme correctif
        printf("itération %d, gauss %d, module=%le\n",c,ok,m);
        if (m<EPS) break ; // terme correctif petit : convergence
        if (c>100) { // trop d’itérations : ok vaut 0 et on
            ok=0; // sort de la boucle
            break;
        }
        add(x,dx,n); // on remplace x par x+dx et on itère
    } while (1);

    if (ok) { // si ok=1, tout s’est bien passé, on
        printf("x = "); // affiche les résultats
        for (i=0; i<n; i++) printf("%lg ",x[i]);
        printf("\n");
        for (i=0; i<n; i++) printf("f%d(x) = %le\n",i+1,tabf[i](x,n));
    }
    else printf("erreur dans newton\n"); // juste pour prévenir
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    free_matrice(a,n);
    free_vecteur(b);
}

//----------------------------------------------------------------------
// Fonction de calcul de x^2
//----------------------------------------------------------------------
double sqr (double x)

{
    return x*x;
}

//----------------------------------------------------------------------
// Première équation du système : p[0] -> x et p[1] -> y
//----------------------------------------------------------------------
double f1 (double *p, int n)

{
    return sqr(p[0])-sqr(sqr(p[1])-1.0);
}

//----------------------------------------------------------------------
// Gradient de la première équation du système : p[0] -> x et p[1] -> y
// gp[0] -> df1/dx et gp[1] -> df1/dy
//----------------------------------------------------------------------
void gf1 (double *p, double *gp, int n)

{
    gp[0]=2.0*p[0];
    gp[1]=4.0*p[1]*(1.0-sqr(p[1]));
}

//----------------------------------------------------------------------
// Seconde équation du système : p[0] -> x et p[1] -> y
//----------------------------------------------------------------------
double f2 (double *p, int n)

{
    return sqr(sqr(p[0])-2.0)-2.0*sqr(p[1]);
}

//----------------------------------------------------------------------
// Gradient de la seconde équation du système : p[0] -> x et p[1] -> y
// gp[0] -> df2/dx et gp[1] -> df2/dy
//----------------------------------------------------------------------
void gf2 (double *p, double *gp, int n)

{
    gp[0]=4.0*p[0]*(sqr(p[0])-2.0);
    gp[1]=-4.0*p[1];
}

//----------------------------------------------------------------------
// Exemple d’implémentation de la méthode de Newton
//----------------------------------------------------------------------
#define N 2
main ()

{
    FONCTION tabf[N];
    GRADIENT tabg[N];
    double x0[N];

    for (int i=0; i<N; i++) {
        printf("Entrer la valeur de x0[%d] = ",i+1);
        scanf("%le",x0+i);
    }
    tabf[0]=f1; tabf[1]=f2;
    tabg[0]=gf1; tabg[1]=gf2;

    newton(tabf,tabg,x0,N);
    return 0;
}
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On donne ici les résultats obtenus dans les cas suivants : ( )1,1X0 =
r

, ( )2,2X0 =
r

, ( )1,1X0 −=
r

et ( )2,2X0 −=
r

 ; on pourrait de façon analogue étudier le comportement du programme pour

une composante y du vecteur 0X
r

 négative. On constate dans les 4 cas ci-dessous que la

convergence est rapide et que les deux fonctions sont bien nulles aux points solutions trouvés.
La rapidité de la convergence résulte du fait que les valeurs initiales injectées dans
l’algorithme itératif sont assez proches des solutions cherchées. A titre d’exemple, 21

itérations sont nécessaires pour obtenir la convergence avec ( )98,150X0 −=
r

.

Entrer la valeur de x0[1] = 1
Entrer la valeur de x0[2] = 1
itération 1, gauss 1, module=5.590170e-01
itération 2, gauss 1, module=2.248461e-02
itération 3, gauss 1, module=1.101313e-03
itération 4, gauss 1, module=1.394931e-06
itération 5, gauss 1, module=3.305416e-12
itération 6, gauss 1, module=1.464494e-16
x = 0.511306 1.22935
f1(x) = -2.220446e-16
f2(x) = -8.881784e-16

Entrer la valeur de x0[1] = 2
Entrer la valeur de x0[2] = 2
itération 1, gauss 1, module=2.415942e-01
itération 2, gauss 1, module=6.014358e-02
itération 3, gauss 1, module=3.985741e-03
itération 4, gauss 1, module=1.707169e-05
itération 5, gauss 1, module=3.146551e-10
itération 6, gauss 1, module=1.617654e-16
x = 2.12094 1.76662
f1(x) = -1.776357e-15
f2(x) = -3.552714e-15

Entrer la valeur de x0[1] = -1
Entrer la valeur de x0[2] = 1
itération 1, gauss 1, module=5.590170e-01
itération 2, gauss 1, module=2.248461e-02
itération 3, gauss 1, module=1.101313e-03
itération 4, gauss 1, module=1.394931e-06
itération 5, gauss 1, module=3.305416e-12
itération 6, gauss 1, module=1.464494e-16
x = -0.511306 1.22935
f1(x) = -2.220446e-16
f2(x) = -8.881784e-16

Entrer la valeur de x0[1] = -2
Entrer la valeur de x0[2] = 2
itération 1, gauss 1, module=2.415942e-01
itération 2, gauss 1, module=6.014358e-02
itération 3, gauss 1, module=3.985741e-03
itération 4, gauss 1, module=1.707169e-05
itération 5, gauss 1, module=3.146551e-10
itération 6, gauss 1, module=1.617654e-16
x = -2.12094 1.76662
f1(x) = -1.776357e-15
f2(x) = -3.552714e-15


